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Laf die Molekiile rasen,
was sie auch zusammenknobeln!123

1
Einleitung und Ubersicht

dwin Herbert Hall®0 verdffentlichte 1879 seine Ergebnisse tiber das Verhalten eines

stromdurchflossenen Leiters unter dem Einfluf} eines Magnetfeldes. Ziemlich genau
hundert Jahre spéter konnte Klaus von Klitzing®” in der Nacht vom 4. zum 5. Februar
1980 im Hochfeldlabor von Grenoble bei Tieftemperaturmessungen an Si-MOSFETSs
ausgepragte Stufen (Plateaus) im Hall-Widerstand p,, als Funktion des Magnetfeldes
beobachten. Er erkannte, daf} diese als Effekt einer offenbar exakten QQuantisierung bei
ganzzahligen Vielfachen der Konstante e? /h in der Hall-Leitfihigkeit liegen. Diese Kom-
bination zweier Naturkonstanten hat in zwei Raumdimensionen gerade die physikali-
sche Dimension des inversen Widerstandes. Die longitudinale (diagonale), dissipative
Leitfahigkeit o, und der longitudinale Widerstand p,., verschwinden gleichzeitig im
Plateau-Bereich. Zwischen den Plateaus zeigen o, und p,, scharfe Peaks (Abbildung).
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Abbildung 1.1: Typisches Bild des Quanten-Hall-Effekts, beobachtet bei
einer GaAs/Al,Gaj_,As-Heterostruktur mit geringer Beweglichkeit (¢ =
52000 cm?/V s) bei einer Temperatur von 7" = 66 mK .5
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1.1 Einfiihrung

Da der Quanten-Hall-Effekt mittlerweile zum Lehrbuchstoff geworden ist und auch
schon Einzug in Praktikumsversuche gehalten hat, wird hier nur noch auf die Aspekte
eingegangen, die als Hintergrund fiir diese Arbeit wichtig sind.

Artikel iiber die Entdeckungsgeschichtel®l | ausfiihrliche Monographien® 138 & Samm-
lungen von Aufsétzen48 102,103 'ymfangreiche Reviews” 88:17 und regelméfige Berichte
tiber den Stand der Dinge5® 59 verdeutlichen den Umfang der wissenschaftlichen Arbei-
ten zu diesem Thema. Leider existiert auch heute, vierzehn Jahre nach der Entdeckung,
noch keine mikroskopische oder phdnomenologische Theorie, die alle in Abbildung 1.1
gezeigte Beobachtungen erklaren kénnte.

Dennoch wurde vom ,Bureau International des Ponds et Mesures® die von-Klitzing-
Konstante Rk_go = 25812.807Q (£0.2ppm) ab dem 1. Januar 1990 als das interna-
tionale Widerstandsnormal empfohlen. Prazisionsmessungen®? bestatigten mit einer
lo-MeBunsicherheit von nur noch 3.5 x 1071°, d. h. £9.03 ), daB der quantisierte
Hall-Widerstand eine universelle, von Material (Si-MOSFET bzw. AlGaAs/GaAs-Hete-
rostruktur) und Landau-Niveau unabhingige Grofle darstellt. Die Identitidt Ry = h/e?
ist deshalb mit groer Wahrscheinlichkeit exakt giiltig. Finite-Size Korrekturen zu den
Plateaus sind maximal von der Gréflenordnung26 (¢2/L,L,)?, wobei { die magnetische
Lange und L, x L, die Ausdehnung der Probe bezeichnet. (Das bedeutet eine relative
Abweichung von 107'¢ bis 1072° bei den typischen Probengréfien.)

Es ist heute allgemein anerkannt, daff die Hall-Quantisierung bei ganzzahligen Viel-
fachen von e*/h in Proben mit geringerer Beweglichkeit (p & 10000 crm?/V's bei Si-
MOSFETs bzw. g &~ 100000 cm?/V's bei GaAs/Al,Ga;_,As Heterostrukturen) voll-
standig durch ein Modell von nicht-wechselwirkenden Elektronen in einem ungeordne-
ten Potential beschrieben werden kann®% 83, 137 - Hingegen werden Coulomb-Wechsel-
wirkungseffekte als grundlegend fiir die Quantisierung bei rationalen Vielfachen von
e?/h fiir die Erklarung des fraktionalen Quanten-Hall-Effekts erachtet!38 .

T. Ando und H. Aoki® haben als erste vorgeschlagen, dafl im ungeordneten FEin-
Teilchen-Modell eine Folge von Lokalisierungs-Delokalisierungs- Ubergingen (LD) auf-
tritt, wenn die Fermienergie (¢ oc B™') durch die Variation des Magnetfeldes durchge-
fahren wird. Geht man einmal von dem Lokalisierungs-Delokalisierungs-Szenarium aus,
dann kann die Hall-Quantisierung bei ganzzahligen Vielfachen von e?/h mit verschie-
denen Theorien erklart werden. Zum Beispiel mit streutheoretischen Argumenten33,
mit topologischen Argumenten!? 104128 oder Argumenten der Stromkompensation?> .

Der Ubergangsbereich zwischen den Plateaus dagegen, vor allem auch der Peak in
der diagonalen Leitfdhigkeit, ist damit noch nicht hinreichend verstanden. Dieser Be-
reich wird mittlerweile als ein kritisches Phanomen, genauer als eine Art geometrischer
Phaseniibergang zweiter Ordnung verstanden, bei dem multifraktales Skalenverhalten
auftritt. Dafiir sprechen Potenzgesetze, die in zahlreichen numerischen%? 119 Untersu-
chungen und mittlerweile zum Teil auch experimentell®9-93 nachgewiesen wurden.
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Fiir quasi-eindimensionale Systeme (deren Lange wesentlich grofier als ihre Breite ist)
existiert die strenge Aussage (R. Johnston, H. Kunz8!), daf} alle Zustande mit wach-
sender Lange lokalisiert werden. In zweidimensionalen Systemen sind bei Abwesenheit
von Magnetfeldern und Spin-Bahn-Streuung ebenfalls alle Zusténde lokalisiert 161 . Als
untere kritische Dimension fiir den durch Unordnung getriebenen LD-Ubergang wurde
d = 2 vermutet!. Die Spin-Bahn-Wechselwirkung?!, 46. 47 oder schwache Magnetfel-
der?3, 51 dagegen fithren, wie numerische Untersuchungen zeigen, zu einem LD-Pha-
seniibergang in zwei Dimensionen. Der LD-Ubergang bei einem zweidimensionalen,
ungeordneten System im starken Magnetfeld wird, nach heutigem allgemeinen Kon-
sens, als der wesentliche Mechanismus fiir die Erklarung des Quanten-Hall-Effekts
herangezogen. In dreidimensionalen ungeordneten Systemen steht die Existenz eines
LD-Uberganges ebenfalls auler Zweifel L 29, 96, 111, 112, 114, 135

Von D. E. Khmel’nitskii®* wurde auf der Ba-
sis der Arbeiten von H. Levine, S. B. Libby
und A. M. M. Pruisken!®” ein zweiparamet-
riges Renormierungs-FluBdiagramm (nebenste-

hende Abbildung) vorgeschlagen, nachdem die

Oxx

gewohnliche einparametrige Renormierungsgrup-
AR Gk pe nicht in der Lage ist, bei Anwesenheit ei-
nes Magnetfeldes, die Delokalisierung von Zu-

o el ne2 standen in einem zweidimensionalen System zu
o2 erklaren. Die zu renormierenden Kopplungskon-
Oxy (F) stanten der Feldtheorie werden dabei mit den
Leitwerten o, und o,, identifiziert. Es ist jedoch bis heute noch nicht gelungen die kri-
tischen Exponenten aus dieser Theorie abzuleiten. Auch wird iiber den Fixpunktwert
o’ keine Aussage gemacht. D. E. Khmel'nitskii sagte ein periodisches Flufidiagramm
vorher, was die Universalitdt des Exponenten v und Fixpunktes of . zur Folge hat. A. M.
M. Pruisken dagegen rdumt eine Abhéngigkeit dieser Gréfie vom Landau-Niveau ein!38 .
Qualitativ wurde ein entsprechendes Flufidiagramm in Experimenten!6? 91 nachgewie-
sen. Dabei wird die temperaturabhédngige, inelastische, freie Weglinge als effektive
SystemgroBe interpretiert. Mittlerweile sind bereits auch einige Indizien fiir die Uni-
versalitat beider Gréflen beziiglich Landau-Quantenzahl und Korrelationslange der Un-
ordnung, vor allem in numerischen Untersuchungen gesammelt worden?: 78, 105, 106 [
dieser Arbeit sollen noch weitere hinzugefiigt werden.

Kontaktlose Messungen®® des rdaumlichen Verlaufes des Hall-Potentiales im Inneren
von GaAs/Al,Ga;_,As Heterostrukturen (p = 100000cm?/Vs, T = 1.5K) mit Hilfe
des Pockels-Effekts zeigen, dafl im Plateaubereich das lokale Potential an den Pro-
benrdndern steil zunimmt und im Inneren einen in etwa linearen Anstieg aufweist.
Verlafit man den Plateaubereich, wird der lineare Verlauf im Inneren noch wesentlich
ausgepragter und der Randeffekt geringer. Deswegen werden, zumindest in dem uns
hier interessierenden Bereich des Lokalisierungs-Delokalisierungsiibergangs zwischen
den Plateaus, Bulk-Eigenschaften die wesentliche Rolle spielen. Auch in den Mikrowel-
lenexperimenteni® 44 ' hei denen die Hall-Plateaus noch bei Frequenzen von 14GHz
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beobachtet werden kénnen, sollten Randeffekte keine Rolle spielen. Deshalb werden im

folgenden ausschliellich Bulk-Eigenschaften behandelt.

Fiir den Limes grofler Magnetfelder wird das Hochfeldmodell158 109, 170 yorgeschlagen.
Anders als in den vorher genannten Theorien, wird hier auch der LD-Ubergang, durch
die Abbildung aut die Perkolation3! | erklart. Mittlerweile kénnen im Hochfeld-Modell
nicht nur die Hall-Plateaus, sondern auch der o,,-Peak im kritischen Bereich, in einer
semiklassischen Erweiterung des Modells*>, im Prinzip verstanden werden. Erstaun-
licherweise zeigt das Maximum von o,, in der numerischen Simulation einen Wert
bei 0.5¢e*/h. Die Existenz eines universellen statischen Leitfahigkeitsfixpunktes bei
ot = e*/2h wurde erst kiirzlich vorgeschlagenl9 106 und in numerischen, quanten-
mechanischen Rechnungen™ iiberpriift. Im Niederfrequenzverhalten der dynamischen
Leittahigkeit tritt im semiklassischen Modell eine Anomalie auf. Anstatt des konven-
tionellen Drude-Verhaltens findet man einen linearen Abfall vom Wert der Gleich-
stromleitfahigkeit. Dies ist ein Hinweis auf Long Time Tails in der Impulsrelaxation.
Die Existenz dieser Anomalien im quantenmechanischen Modell soll hier nachgewiesen
werden.

Analytische Aussagen iiber die dynamische Leitfdhigkeit existieren zur Zeit nur fiir
die Tails der Landau-Bénder: Wenn die Fermi-Energie in den Tails liegt, verschwindet
die statische longitudinale Leitfahigkeit fiir hohe Landau-Quantenzahlen*? . Es wurde
auch gezeigt, dafl die dynamische Leitfadhigkeit im untersten Landau-Niveaul8: 160 wie

w? In(T'/w)? gegen Null geht.

1.2 Kapiteliibersicht

Kapitel 2 dient der Finfithrung in die Beschreibung von Korrelationsfunktionen in
der Theorie des Linearen Response und deren Darstellung durch Resolventen. Diese
wird fiir die Entwicklung einer numerischen Methode zur Berechnung der dynamischen
Leittadhigkeit benotigt.

In Kapitel 3 wird ein neues, effizientes Rekursionsverfahren zur Berechnung der dyna-
mischen Leitfdhigkeit auf der Basis der Green-Funktions-Methode entwickelt.

Das Kapitel 4 dient der Untersuchung des eindimensionalen Anderson-Modells als er-
ster Testfall fiir die neue Rekursionsmethode. Die Eigenschaften dieses Systems sind
bereits weitgehend bekannt und die numerischen Resultate kénnen mit analytischen
Ergebnissen, sowie &dlteren Simulationen verglichen werden. Insbesondere wird asymp-
totisch, bei kleinen Frequenzen, das Mottsche w?In®w Verhalten numerisch erstmals
auch definitiv nachgewiesen. Es zeigen sich aber auch, bei schon sehr schwacher Un-
ordnung, signifikante Abweichungen von der nur asymptotisch exakten Theorie von V.
L. Berezinskii.

In Kapitel 5 wird das noch relativ neue mathematische Werkzeug der Multifraktale
kurz eingefiihrt, um den Zusammenhang von fraktalen Dimensionen mit den in Kapi-
tel 6 auftretenden kritischen Exponenten am Lokalisierungs-Delokalisierungs-Ubergang
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herzustellen.

In Kapitel 6, dem zentralen Teil dieser Arbeit, wird die entwickelte Methode auf das
wesentlich komplexere Problem eines zweidimensionalen, ungeordneten Systems im Ma-
gnetfeld angewandt. Im Gegensatz zur vollstdndigen Lokalisierung im eindimensionalen
Fall, tritt hier ein durch Unordnung und Magnetfeld erzeugter Lokalisierungs-Deloka-
lisierungs-Ubergang auf, der eng mit der Existenz des Quanten-Hall-Effekts verkniipft
ist. Da es sich hier um ein kritisches Phanomen handelt, treten am Ubergang Skalenge-
setze im statischen, wie auch im dynamischen Verhalten auf. Es wird gezeigt, dafl das
Skalenverhalten des o,,-Peaks der statischen Leitfahigkeit in der Ndhe eines universel-
len Fixpunktes o%, = (0.5 4+ 0.02)e?/h im wesentlichen von zwei kritischen Exponen-
ten dominiert wird52: Zum einen vom bekannten Exponenten der Lokalisierungslange
v = 2.37 £ 0.05, zum anderen von einem Exponenten n' = 1.63 £ 0.03, der mit der
verallgemeinerten fraktalen Dimension Dj identifiziert wird. Damit wird gezeigt, daf
eine direkte experimentelle Bestimmung von Dj in einem Tieftemperaturexperiment
moglich sein sollte. Im dynamischen Verhalten zeigt sich das, im Grenzfall kleiner Fre-
quenzen bereits bekannte anomale Diffusionsverhalten, welches durch den Exponenten
n =2— Dy = 0.38 £ 0.10 charakterisiert wird. Dieses wird auch bei langreichweiti-
gen Potentialen gefunden. Insbesondere wird in diesem Kapitel die Existenz von Long-
Time-Tails (ein Begriff, der im Zusammenhang mit dem Quanten-Hall-Effekt erst kiirz-
lich Eingang in die Literatur gefunden hat) in einer frequenzabhéngigen, vollstandig
quantenmechanischen Rechnung nachgewiesen. Die zunédchst in einem semiklassischen
Modell getundenen Long-Time-Tails in der dynamischen Leitfahigkeit bleiben auch
im quantenmechanischen Problem, bei langreichweitigen Potentialen erhalten. Daraus
kann geschlossen werden, daf} eine signifikante Abweichung vom konventionellen Drude-
Verhalten auch experimentell nachweisbar sein sollte.

Im Kapitel 7 wird ein, auf einer streutheoretischen Formulierung beruhendes Vertahren
zur Berechnung von Wellenfunktionen beschrieben und auf die Méglichkeit zur Berech-
nung von Hall-Winkel und Leittfdhigkeit hin untersucht. Das multifraktale Spektrum der
Wellenfunktionen zeigt die aus anderen Rechnungen bekannten Eigenschaften. Dann
wird das Verfahren zur Berechnung der statischen Leitfédhigkeit und des Hall-Winkels
eingesetzt. Die Resultate fiir die Leitfahigkeit sind gut vertréglich mit den Préazisions-
ergebnissen aus dem vorigen Kapitel.

Eine Zusammentfassung der wichtigsten Ergebnisse dieser Arbeit folgt im letzten Ab-
schnitt, Kapitel 8.
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Korrelationsfunktionen im Linearen
Response

ubo konnte in seiner Theorie des linear response?? zeigen, daf die lineare Antwort
Keines Systems auf eine duflere Stoérung durch die Relaxation der Fluktuationen
im thermodynamischen Gleichgewicht bestimmt wird. Eine zeitabhéngige &uflere Kraft,
konjugiert zu einer Observablen a, erzeugt eine Anderung in einer Observablen b, die
man durch eine dynamische Suszeptibilitat*

olt) = 1 Te{la0), 6F(H)}0(0) (2.1

ausdriicken kann. Im folgenden beschranken wir uns auf Ein-Teilchen-Operatoren. H ist
dabei der Ein-Teilchen-Hamilton-Operator des ungestérten Fermion-Systems, d. h. bei
Abwesenheit von dufleren Feldern, die das System aus dem Gleichgewicht treiben, und

1
H(E) = 1 + elB—w)/kpT

bezeichnet die Fermi-Verteilung im groflkanonischen Ensemble. p ist das chemische
Potential.

Die Fourier-Transformation fiihrt auf die Energiedarstellung

(Eo) = F(B,)

Wy — Wy — 2

1
Xab(z) = %Zaﬁubuﬁf (22)

Der Zusammenhang zwischen dynamischer Relaxationsfunktion und dynamischer Sus-
zeptibilitat ist gegeben durch

b(z) = 1l =Xl (2.3

Daraus erhélt man sofort die Energiedarstellung

[(Ex) = J(E,)

p— W — 2)(wy —wﬁ)'

Boy(2) = % S b (2.4)

*Im folgenden wird die Notation nach dem Lehrbuch von W. Brenig2? benutzt.

14
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2.1 Darstellung durch Resolventen

Alle Korrelationsfunktionen kénnen auch vollstdndig durch Resolventen ausgedriickt
werden. Die im folgenden gewidhlten Darstellungen erwiesen sich als zweckmaéfBig im
Hinblick aut das in Kapitel 3 entwickelte Rekursionsverfahren zur Berechnung der dy-
namischen Leitfdhigkeit. Wie sich zeigt, fiihrt die Vermeidung von Termen mit Pro-
dukten von Resolventen auf einfachere Rekursionsgleichungen.

Fiir die Resolventen wird die folgende kompakte Notation benutzt:

G0 = =5

G =G(E +1¢)
G, = G(E + hw + ).

Es ist zu beachten, dafi der Grenzwert ¢ — 0% dabei immer zum Schluf} der Rech-
nung auszufithren ist, damit im thermodynamischen Limes auch alle Zustdnde aus
dem Spektrum von H beitragen. In dieser Notation lautet die

Resolventendarstellung der dynamischen Suszeptibilitat

Xab(2) = i /dE FE) Tr{aGLb(G" — G) + a(G" — G)bG™ }. (2.5)

Um die Aquivalenz dieses Ausdruckes mit der Energiedarstellung (2.2) zu zeigen,
miissen wir die Polstruktur der Summanden von

Val2) = 5 [AB F(B) S auubuel GA(G™ = G7) + (G = GG} (26)
K
mit der der Summanden in (2.2) vergleichen. Im Fall

e E,#E, +hw
haben G* = [E 4 hw +ic — E,]”" bei B, und G*%, = [E — hw —ic — E,]™" bei

E, keinen Pol im Limes ¢ — 0%. Dann darf man die Darstellung der §-Funktion
lim, o+ (G* — G) = 2m6(F — H) einsetzen und erhilt fiir die Summanden

1 [(Ex) = f(E)

; by

Wy — Wy — 2

und die Aquivalenz mit (2.2).
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e E,=E, +hw

Um die Singularitdt zu untersuchen, multipliziert man in diesem Fall die Sum-
manden der rechten Seite von (2.6) mit ¢ und erhélt

; elw e/m

§/dE f(E) afwb%m{(E —/EH)Z + g2 B (E — Eﬁ/— ﬁw)z +e?
el elw

(E—Eﬁ)z—eﬁ(E—Eﬁ—ﬁwf—ff?}

= L b (B — (B, + 1)),

da die Beitrage des 3. und 4. Terms im Limes ¢ — 0% exakt verschwinden. Fiir
die mit ¢ multiplizierten Summanden von (2.2) wiirde sich aber mit z = w + ¢
der doppelte Beitrag ergeben:

b LBV T I TRR) (B — f(B h))

—E

Um also die Resolventendarstellung (2.5) mit der dynamischen Suszeptibilitat y.(z)
in (2.2) identifizieren zu diirfen, muf man die Stérung der

komplexen Frequenz
z=w+ 2e/h (2.7)

adiabatisch mit dem doppelten Infinitesimalparameter 2¢ einschalten.

Durch Einsetzen von (2.5) in (2.3) erhalt man die Darstellung der Relaxationsfunktion.
Bei x45(0) ist in den Resolventen dabei w = 0 zu setzen. Dies ergibt die wichtige

Resolventendarstellung der dynamischen Relaxation
h
Qu(z) = ;—W /dE FE) Tr{a(G" = GHOG™ G™ — aG GH(G™ — G)}. (2.8)

Man kann dieses Resultat auch durch eine analoge, aber aufwendigere Diskussion der
Polstruktur und dem Vergleich mit der Energiedarstellung (2.4) direkt priifen.
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2.2 Elimination von Zeitableitungen

Die elektrische Leitfdhigkeit wird durch die Strom- bzw. Geschwindigkeitsrelaxation

bestimmt:

62

O (2) = —1—Pji (), (2.9)
wobei

/'LE (pM_ZAM)7 /LE{Jf,y,Z}

1
m
der kanonische Geschwindigkeitsoperator, A, das Vektorpotential und v das Volumen
des Systems ist.

Fiir das im folgenden Abschnitt entwickelte Iterationsvertahren wird es nétig sein, die
Zeitableitungen der Operatoren in ®;(z) zu eliminieren. Es ist zweckméafBig dazu die
Heisenbergsche Bewegungsgleichung

mit Resolventen darzustellen169

G(z1)aG(z) = %[G(Zl) a—aG(z)+ (21 — 22)G(z1) a G(22)]. (2.10)

Nach einfacher, aber ziemlich langwieriger Rechnung erhalt man aus (2.8), (2.10) und
den Umrechnungsformeln zwischen Differenzen und Produkten von Resolventen (z.B.

G* — G = 2ieG*G oder G, — GF = —z(G,(G*) den allgemeinen Ausdruck fiir die

Geschwindigkeitsrelaxation in Resolventendarstellung
hw) — f(E)
hw

+ hw / dE f(E) Tr{aGLbG — aG*bG )}

2mihdy(s) = (h2)* [dE UGk, Tr{aGLbG™)

(2.11)
4 2t / dE f(E) Tr{baGG — abG*G= )}

+ 2mi(la,b]) ,

wobei unter dem thermodynamischen Erwartungswert (a) = Tr{af(H)} zu verstehen
ist. Man beachte wiederum (2.7).

Wenn die Operatoren a und b vertauschen, erhalt man daraus im Limes w — 0 die
bekannte Greenwood-Formel, die den Zusammenhang der Korrelationen bei T' = 0 mit
den Korrelationen bei endlichen Temperaturen regelt:

@-é(w:(),T):—/dE% ®:i(w=0,T =0). (2.12)

a
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Die dynamische Korrelationstunktion bei 7" = 0, w = 0 ist dabei eine reine Fermi-
Kantengrofe:

27ih®:;(w = 0,T = 0) = 4¢* Tr{aGbG* — abG* G} |p=g,.. (2.13)
Zur Herleitung benutzt man G* = —G’ und partielle Integration im dritten Term von
(2.11).

2.3 Die dynamische Leitfahigkeit

Aus dem allgemeinen Ausdruck der Relaxationsfunktion fiir die Zeitableitung beliebiger
Operatoren (2.11) lassen sich nun leicht alle in der Literatur!®® zu findenden speziellen
Darstellungen fiir die Leitfahigkeit (2.9) ableiten.

Fiir den statischen Leitfahigkeitstensor folgt zum Beispiell54

62 452 2 *
ouw(lw=0,T=0)= e Te{pv|G|" — pGvG*}. (2.14)
v

Fiir den Realteil der dynamischen Leitfadhigkeit bei verschwindender Temperatur T'= 0
gewinnt man nach kurzer Umformung den Ausdruck!4?

2101 g
Re 0,4(w, T =0) = %%ﬂ/ " th Re Tr{(hz)*[z, G, ][z, G¥]
Ep— nw

—  (hw)?*[z, G, ][z, G]}.

(2.15)

Fiir das, im nédchsten Kapitel entwickelte, numerische Vertahren ist eine Darstellung,
die weniger Terme enthalt, allerdings wesentlich giinstiger, da die sich ergebenden Re-
kursionsgleichungen einfacher werden. Man erhélt aus (2.11) fiir den

dissipativen Anteil der dynamischen Leitfahigkeit

e?1 1 yer
Re 0,x(w, T =0) = ———/ dE ReTr{(hz)*2G aG*

 hvhw Jepohw

— (hw)*2G,2G + 2iea*(G, — G*)}.

(2.16)

Diese Darstellung wird im folgenden ausschliellich benutzt.
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Die Green-Funktions-Rekursionsmethode
fiir die dynamische Leitfahigkeit

el der Untersuchung von ungeordneten Systemen stellt das Fehlen von vereinfa-
B chenden Symmetrien ein grofles Problem, zum Beispiel in der numerischen Berech-
nung von Transporteigenschaften dar (wie natiirlich auch in der analytischen Behand-
lung). Das Auftreten starker Fluktuationen kann immense Systemgréfien nétig machen,
um Aussagen iiber das Verhalten im thermodynamischen Limes zu machen. Als Beispiel
sei die Leitféhigkeit im eindimensionalen Anderson-Modell genannt, die auch Gegen-
stand der Untersuchung sein wird (Kapitel 4). Ist mit der Unordnung auch das Auf-
treten eines kritischen Phéanomens, zum Beispiel ein Lokalisierungs-Delokalisierungs-
Ubergang verbunden, stellen kritische Fluktuationen und langreichweitige (bzw. Lang-
zeit-) Korrelationen, die typischerweise durch Potenzgesetze charakterisiert werden,
noch héhere Anforderungen.

Bei der Simulation solcher Systeme st68t man zuerst an die Speichergrenzen des Com-
puters. Untersuchungsmethoden, die auf der Diagonalisierung basieren, benétigen bei
einem d-dimensionalen System der Kantenlinge [ Speicherplatz fiiv O(L*®) Matri-
xelemente. Die Anzahl der wesentlichen Rechenoperationen bei der Berechnung des
ganzen Eigensystems wichst sogar mit O(L*?). Zu diesen Methoden gehéren zum Bei-
spiel die direkte Berechnung der Leitfahigkeit mit Hilfe der Kubo-Formel® oder die
Berechnung des Leitwertes mit Hilfe der Thouless-Zahl. Ebenso die Untersuchung von
Groflen, die die komplette Berechnung der Wellenfunktion erfordern, also etwa die
Bestimmung des multifraktalen Spektrums?36, 151,152 die inverse Besetzungszahl149
oder die Quantum-Connectivity?3 51,143 = Auch die streutheoretische Methode, wie sie
in Kapitel 7 zur Berechnung von Wellenfunktionen verwendet wurde, gehort zu die-
ser Klasse von Methoden, wenn die zugrunde liegende Lippmann-Schwinger-Gleichung
nicht iterativ gelost wird.

Einen wesentlichen Fortschritt stellt die Entwicklung der Green-Funktions-Methode
durch A. MacKinnon!1? und die Transfermatrix-Methode durch J. L.. Pichard und G.

Sarmal35 dar.

Der Grundgedanke beider Methoden ist es, ein d-dimensionales System der Lange N
,schichtweise“ aus Streifen mit dem Querschnitt L4~! aufzubauen und die zu untersu-

chende Observable P(N + 1) rekursiv aus dem Wert P(N) zu gewinnen.

Typischerweise konnen damit Systeme der Gréfle M = NL4! <10° numerisch be-
rechnet werden, wobei der Streifenquerschnitt L9=! <102 den benétigten Speicherplatz

19
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bestimmt, die Lange N aber im Prinzip unbegrenzt, d. h. nur die verfiighare Rechenzeit
beschrankt ist. Die Systeme sind also extrem anisotrop. Es ist jedoch allgemein moglich
mit Hilfe einer Finite-Size-Scaling-Analyse das Verhalten als Funktion der Breite L zu
untersuchen und auf den thermodynamischen Limes zu extrapolieren.

Die Transfermatrix-Methode wurde bislang im wesentlichen nur fiir die Berechnung
der Lokalisierungslange eingesetzt37, 46, 47,106,108 | [)iese kann mit dem Inversen des
betragsméfBig kleinsten Lyapunov-Exponenten v identifiziert werden, ¢ = ~~!. Der
Informationsgehalt der iibrigen Figenwerte wird im allgemeinen nicht genutzt.

Die Green-Funktions-Methode hat den Vorteil, dafi sie nicht nur fiir die Lokalisie-
rungslange29, 111, 69, 70, 72, 153 geejgnet ist, sondern einfach auf die Berechnung von kom-
plizierteren Groflen, zum Beispiel die Zustandsdichte95: 113, 153 oder die statische Leitfa-
higkeit113, 154 " verallgemeinert werden kann. Der numerische Aufwand bei der Berech-
nung der Lokalisierungslange ist bei beiden Methoden etwa gleich grofl. Die Finwicklung
einer Green-Funktions-Methode fiir die dynamische Leitfahigkeit wird in Abschnitt 3.3
vorgestellt.

3.1 Prinzip der Methode

Als Ausgangspunkt fiir die Green-Funktions-Methode betrachte man einen Tight-Binding-
Hamilton-Operator der Form

H =3 Husla) (5], (3.1)
off

wobei geeignete, auf einem Gitter® lokalisierte Basisfunktionen (r|a) eingefiihrt wer-
den. Das System wird nun aus Streifen der Breite L, und der Dicke AL, aufgebaut.

Fiigt man an einen Stapel der Lange N einen Streifen N+1 an, kann man den Hamilton-
Operator in drei Anteile zerlegen:

H = H;;+ Hytingr + (Hyng + H]JQNH) (3.2)

*zur Vereinfachung der Darstellung, aber nicht notwendigerweise
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Hy niy1 = Vi ist dabei der auBlerdiagonale Anteil, der den N-ten mit dem N41-
ten Streifen koppelt und Hyii v = H?\H—l ist die Hamilton-Matrix des zuletzt
angefiigten Streifens. Die lateinischen Indizes bezeichnen die Streifen, in denen ein
Unterraum von K Basisfunktionen liegt.

Die Green-Funktion des Systems aus N +1 Streifen kann dann aus der Green-Funktion
des Systems aus N Streifen mittels der Dyson-Gleichung berechnet werden, wobei V' y
die Wechselwirkung darstellt:

G = g™ 4 WMy gy, (3.3)

] W N+41,

Daraus ergeben sich die Rekursionsgleichungen fiir alle Matrixelemente der Green-
Funktion:

1

Gt = [(B+hw+is) I —HS,, —VE GEN V]

w(N+1) w(N) w(N) w(N+1) w(N)
G, = G +Gy VNGN—l—l,N—I—lV]-I\—TGN,j (i,j<N) (3.4)
w(N w(N w(N ’
Gz’,g\f-:il) = Gi,g\f) Vi G]\f(+1—!—]%7)+1
w(N w(N w(N
GN(+1T]‘1) = G]\7(+1T]17)-|—1 VJ—IQ GN(,]‘)
G“™) bezeichnet die Resolventenmatrix im N-ten Iterationsschritt, die auf dem K-

diriqensionalen Unterraum, der durch die Indizes 2, bezeichneten Streifen, operiert. I
ist die A-dimensionale Einheitsmatrix und O die K-dimensionale Null. Es ist zweck-
méaBig weitere Abkiirzungen einzufithren: Es sei R% = G%%) und vy das Volumen des
Systems aus N Streifen. In den folgenden Kapiteln bezeichnet L die Streifenbreite L,
(in Einheiten des Zyklotronradius ¢, wenn bei Zahlenangaben keine Einheit angegeben
ist) und im statischen Fall w = 0 wird das Superscript an den Resolventen weggelassen.

Mit den Gleichungen (3.4) kénnen rekursiv alle Matrixelemente der Green-Funktion be-
rechnet werden, wenn ein neuer Streifen angefiigt wird. Da prinzipiell jede Observable
durch die Green-Funktion des Systems ausgedriickt werden kann, lassen sich entspre-
chende Rekursionsrelationen fiir die Observablen herleiten. Die verbleibende Aufgabe
ist es, numerisch stabile Rekursionsgleichungen fiir diese zu entwickeln.

3.2 Die Zustandsdichte

Fiir die Zustandsdichte .
o(F)=———ImTr G(F) (3.5)

T
erhdlt man die Rekursionsgleichungen?®5 153 in wenigen Zeilen durch Einsetzen von

(3.4) in (3.5) drei gekoppelte Rekursionsgleichungen:
1

TUN+1

ON+1 = QN+ (3.6a)
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Qnyr = Qv —ImTr{Ryy (Fn+ 1)} (3.6b)

Fyiy =V Ry (Fy+ 1Ry Vv (3.6¢)
-1

Ryy = [(E+ie)I - HY,, —V{ Ry V] (3.6d)

wobei die Hilfsgrofle F' definiert ist durch

N
Fo = VIS GG V. 57

Wie man bei der Herleitung schnell bemerkt, ist man (anders als etwa bei der Lokali-
sierungsliange) gezwungen, eine Hierarchie von HilfsgroBen (Q, F') einzufithren, fiir die
man ihrerseits Rekursionsgleichungen erhélt. Die Startwerte fiir die rekursive Berech-

nung der Zustandsdichte sind o = Ry = O und @y = 0.

3.3 Die dynamische Leitfahigkeit

Das Iterationsschema wird fiir die statische Leitfdhigkeit o,, und die Hall-Leitfahig-
keit o, bereits erheblich komplexer, da die Korrelationsfunktion Produkte von Green-
Funktionen enthéalt. Entsprechende Ausdriicke sind von A. MacKinnon und L. Schweit-
zer angegeben worden113: 154 Hier miissen bereit je fiinf Grofen iteriert werden.

Wesentlich aufwendiger ist die Entwicklung einer Methode zur Berechnung des dyna-
mischen Verhaltens. Das einfachste System von Iterationsgleichungen fiir den Realteil
der dynamischen Leitfahigkeit erhalt man ausgehend von Gleichung (2.16).

1 e
Re o, (w) = El_ig}r Nh—%oﬂ/spihwdE on(w, F,e) (3.8)
mit
o2
oN = —SN (39)

h

Die Iteration fiir Sy wird wieder, &hnlich wie bei den Gleichungen fiir die Zustands-
dichte, durch Hilfsgroflen ausgedriickt. Allerdings werden hier 12 solcher Ausdriicke
benotigt:

Sy = ReTr{ ij (ﬁz)zxiG;;(N)ij*(N)

Jt

— (ho)*z. GV, Gl

+ 2ieiad (G2 — GE™Y) Yow (3.10a)
Ay = VH G alhe G

— 26 a;GEW )\ V (3.10D)

N w *
By = V(Y GiValhaya ™

y
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+ 2@552]1 — (ﬁw)zG(N)]x]G‘;’](VN))VN

)

Cyn = VHY, (h) G\ eG Ve,V

)

(
(
(
Dy = V(oY GWaGiM )V
Dy = V(e Y, G nG )V
D?v = JJQ(TWZ GNZ ZN))V
E\ =V} G%?G%v
B = Vi Y NG vy

Mit diesen Definitionen ergibt sich mit Hilfe der Gleichungen (3.4) ein System von 14
gekoppelten Rekursionsgleichungen.

Sny1 =

Ang
By

Cni

1
DN—I—l
2
DN—I—l
3
DN—I—l
4
DN—I—l

Sn + Re Tr{K \ Ry,
+ Ky Ry, — CnBRyia}
= VJ—|Q+1RJ*V+1K}VRJ*\7+1VN+1
= V]"'Q_HR%_H(K]QV
+ DJQVRJ*VHD}V)RKTHVN-I-I
= VJ—|Q+1RN+1(CN
+ D?VRKT-|—1D?\7)RN+1VN+1
= VJ—|Q+1RJ*V+1D}VRUJ<7+1VN+1
= VJ—|Q+1RQJ}V+1DJ2VRJ*V+1VN+1
= VJ—|Q+1RQJ}V+1D?VRN+1 Vg
= VJ—|Q+1RN+1D?VRUJ<7+1 Vg
= VJ—|Q+1RJ*V+1DJ5VRJ*\7+1VN+1
= Vi By DY Ry Vg
= V]"QHRNH(E}V—I—TMI)RNHVNH
= VE+1RJ*V+1(EJ2V‘|'7LWI)RJ*V+1VN+1
- [(E+¢g)I—H?V+1—V]+VRNVN]_1

= [(B+hw+is) - HS,,— ViRV |

mit den Abkiirzungen

-1

(3.11a)
(3.11b)
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K\ = Ay + DR, D3, (3.110)
K% = By — D3Ry Dy (3.11p)

Der Beweis von (3.8-3.12) ist langwierig, kann aber mit den folgenden Hinweisen
elementar nachvollzogen werden. Das Iterationsschema wird betrachtlich vereinfacht,
wenn man den Ursprung an den jeweils zuletzt angefiigten Streifen verschiebt. Dadurch
verschwinden alle Terme von Sy41 in (3.10a), die den Faktor xy41 enthalten. Bei je-
dem Iterationsschritt wird deshalb eine Koordinatentranslation «; — a! = x; — o, mit
dem Streifenabstand o = AL, durchgefithrt werden, so daB der Ursprung stets bei
xn4+1 = 0 liegt. Diese Vorgehensweise hat zusétzlich den Vorteil, dafl numerische Insta-
bilitaten eliminiert werden!!3 . Allerdings miissen die Grofien in (3.10) in jedem Schritt
einer Translation unterworfen werden. Die dynamische Leitfahigkeit selbst, d. h. Sy,
sowie B}, E%,, Ry, R% sind translationsinvariant unter der Verschiebung des Koordi-
natenursprungs. Die anderen iterierten Gréflen transformieren dabei gemaf

AN = Ay + HY — 2aD? + o*E% + aHY; (3.12a)
Byx'=By+ Hy — Hy +a(Hy — HY) (3.12b)
CN':CN—I—H]QV—QQD?V—I—OPE}V—I—QH?V (3.12¢)
DV¥ = D'* + H3, (3.12d)
DY = D'+ HY, (3.12¢)
D3 = D% — oF% (3.12f)
DS = DS — oFE}, (3.129)

wobei die folgenden Abkiirzungen eingefithrt wurden

H}, = o(D} + DY) (3.12h
HY = o(D%, + DY) (3.12i
HY =aVH(Ry — Ry)Vy (3.125
HY\ = oV} (R% — Ry)Vy (3.12k

Zusammen erhélt man pro Iterationschritt 42 wesentliche Operationen, d. h. von der
Ordnung O(L;) — dafiir wéchst der Aufwand aber nur noch mit O(L,) linear in
Léngsrichtung des Stapels. Bei der Implementierung des Verfahrens miissen natiirlich
alle Optimierungsmoglichkeiten ausgeschopft werden. So sollten zum Beispiel mehrfach
auftretende Produkte derselben Matrizen nur einmal ausmultipliziert werden und es
sollte die Struktur der Matrizen ausgenutzt werden (V ist eine Dreiecksmatrix, G' ist
hermitesch).

Als Anfangsbedingungen konnen alle Iterationsgrofien in (3.11) gleich Null gesetzt wer-
den, wenn ¢ # 0 ist. Will man dagegen im thermodynamischen Limes ¢ gleich Null
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setzen, mufl man das System effektiv unendlich grofl machen. Dies ist durch die Wahl
entsprechender Randbedingungen moéglich. A. MacKinnon!!? diskutiert zum Beispiel
das Ansetzen von halb-unendlichen idealen Metallen an den beiden Enden des Stapels.
Im folgenden wird von dieser Méglichkeit aber nicht Gebrauch gemacht, da zum einen
schwierige Probleme mit der ,,Kontaktierung“ vermieden werden, und sich zum anderen
die Kontrolle iiber den thermodynamischen Grenzwertprozef als sehr niitzlich erweisen
wird. Der adiabatische Finschaltparameter kann im Prinzip immer klein genug gewé&hlt
werden!

Es bleibt zu bemerken, dafl die Formulierung der Rekursionsgleichungen sehr viele Frei-
heiten zulaft. So kénnen die Terme sehr unterschiedlich zusammengefafit werden. Vor
allem beeinflufit aber die Wahl der Darstellung der dynamischen Leittahigkeit durch
Resolventen die Form des Rekursionsschemas. Das angegebene Iterationsverfahren ist
einfacher und numerisch effizienter als ein dhnliches Verfahren, welches fiir das eindi-
mensionale Anderson-Modell147 angegeben wurde und auf der Gleichung (2.15) basiert
(14 Hilfsgrofen und 16 gekoppelte Gleichungen). Gegeniiber dem Verfahren fiir das
eindimensionale Problem sollte die numerische Stabilitdt der oben angegebenen Glei-
chungen (3.8-3.12) auch in beliebiger Dimension gewéhrleistet bleiben. Die Ergebnisse
aus der zitierten Arbeit!4” konnten zu Testzwecken leicht reproduziert, bzw. korrigiert
werden (siehe folgendes Kapitel).

Fiir w — 0 gehen die Gleichungen (3.8-3.12) in die Rekursionsgleichungen fiir die sta-
tische Leitfadhigkeit113 154 {iber. Das [terationsschema wurde in den Modellrechnungen
auch fiir die Berechnung der statischen Leittdhigkeit benutzt. Es ist allerdings um einen
Faktor 2 aufwendiger als die entsprechenden, auf die statische Leitfahigkeit zugeschnit-
tenen Iterationsgleichungen.

Gleichung (3.8) besagt, dal der Realteil der dynamischen Leitfahigkeit zuletzt aus
einer Mittelung iiber alle Beitrdge von on(w, F,¢) bei den Energien £ im Bereich
von e — hw bis er gewonnen werden miifite. Es zeigte sich, dafl bei allen, in den
folgenden Abschnitten diskutierten Systemen, die Abhangigkeit der Grofle on(w, F, ¢)
von E im Bereich [ — hw,ep] im Rahmen der erreichten statistischen Genauigkeit
vernachldssighbar war. Die Mittelung (3.8) muf deshalb nicht durchgefiithrt werden und
die Leitfahigkeit 148t sich bereits aus der Iteration bei einer festen Energie £ gewinnen,
die im folgenden immer an der Fermi-Kante gewahlt wurde:

Reo,(w) = 61_1)1%(3r ]Vlgrgo on(w, F,e)|p=cp (3.13)
In den néchsten Kapiteln soll nun das entwickelte Rekursionsverfahren auf die Be-
rechnung der dynamischen Leitfahigkeit in verschiedenen Modellsystemen angewandt

werden, zundchst im eindimensionalen Anderson-Modell, anschliefend im Quanten-
Hall-System.
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Modellrechnungen zum eindimensionalen
Anderson-Modell

n diesem Kapitel wird das eindimensionale Anderson-Modell als erster Testfall fiir

die Rekursionsmethode untersucht. Die Eigenschaften dieses Systems sind bereits
weitgehend bekannt und die numerischen Resultate kénnen mit analytischen Ergebnis-
sen, sowie alteren Simulationen verglichen werden.

4.1 Das eindimensionale Anderson-Modell

Die eindimensionale Kette mit N Platzen, der Gitterkonstante @ und einer Nachster-
Nachbar-Wechselwirkung wird durch den Hamilton-Operator

=3 eli)il - z__j Vit (1006 4+ 1]+ i + 1)]). (4.1)

beschrieben. ¢; ist die Bindungsenergie am Gitterplatz ¢ und V; ;4 ist das Tight-
Binding-Transferintegral zwischen den elektronischen Niveaus an den Gitterplatzen ¢
und ¢+ 1. Fin Zufallspotential wird dann durch einen Satz von entsprechend verteilten

{e&:} und {V; 11} modelliert.

AuBerdiagonale Unordnung, d. h. eine Zufallsverteilung fiir V; ;41 bei fester Bindungs-
energie, fithrt zu Modellen der Quantenperkolation54 85, 142

Im hier betrachteten Modell mit diagonaler Unordnung, dem Anderson-Modell, genii-
ge ¢ einer Kastenverteilung, d. h. ¢; sei eine im Intervall [—-W/2, W/2] gleichverteilte,
unkorrelierte Zufallsvariable und das Hopping-Matrixelement V,;1; = V sei konstant.
Im Falle W/V = 0 wird die Translationsinvarianz wieder hergestellt und man erhalt
ausgedehnte Zustidnde. Im entgegengesetzten Limes W/V — oo wird das Transferinte-
gral vernachlédssighar gegeniiber den Energiedifferenzen und die Eigenzustidnde werden
an den Gitterplatzen vollstindig lokalisiert.

Die Idee, dal Unordnung in Form von Zufallspotentialen in dreidimensionalen Metallen
zur Lokalisierung von Elektronen fithrt, wurde zum ersten Mal von P. W. Anderson?
vorgeschlagen. Er konnte zeigen, dafl die Figenzusténde der Elektronen lokalisiert wer-
den, wenn die Amplitude des Zufallspotentials groB genug im Vergleich zur Ubergangs-
amplitude der Elektronen zwischen den Atomen ist. Bei einer kritischen Unordnung
erfolgt dann ein Ubergang vom Metall zum Isolator.

26
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N. F. Mott und W. D. Twosel2¢ schlugen vor, daf die elektronischen Eigenzustédnde
eines eindimensionalen ungeordneten Systems immer vollstdndig lokalisiert sind. Als
Folge davon verschwindet die statische Leitfahigkeit auch im Grenzfall beliebig schwa-
cher Unordnung.

Die Frage nach der Abhéngigkeit der Leitfdhigkeit von der Frequenz konnte von N. F.
Mott125, 126 mit einem intuitiven Argument beantwortet werden: Der Ausdruck fiir die
Kubo-Leitfdhigkeit in der Form

()= oL ¥ sl )~ SEE ~ By h) (1)

ist proportional zu w?. Ein Faktor w ist explizit gegeben, der andere ist implizit im
Faktor f(E,)— f(Egz) enthalten. Bei exponentiell lokalisierten Zustanden hat der Orts-
operator @ endlich Matrixelemente. Bei kleinen Frequenzen wird die Summe von den
lokalisierten Zustanden dominiert, die gerade so weit auseinanderliegen, daf} ihre reso-
nante Niveauaufspaltung gerade von der Ordnung w ist. Bei exponentiell lokalisierten
Zustanden ist dieser Abstand proportional zu In(w). Damit erhdlt man fiir die Fre-
quenzabhéangigkeit bei kleinen Frequenzen

o(w) x W In™ . (4.3)

V. L. Berezinskii?2 sowie A. A. Abrikosov und I. A. Ryzhkin? zeigten, daf} die exakte
Losung in einer Dimension (d = 1) bei kleinen Frequenzen genau diese Form hat. V. L.
Berezinskii?? fand fiir die dynamische Leitfdhigkeit o(w) im eindimensionalen Zufalls-
potential eine analytische Losung, die im Limes schwacher Unordnung (ep7/h > 1) und
schwacher Streuung (d. h. die Bornsche Naherung gilt fiir jeden Streuer) asymptotisch
exakt wird. 7 ist hierbei die Relaxationszeit der Elektronen im Drude-Modell.

Seine Losung gilt fir alle wr und bestédtigt das von N. F. Mott vorgeschlagene Nie-
derfrequenzverhalten. Sie kann jedoch nicht geschlossen, sondern nur in Form zweier
gekoppelter, linearer Rekursionsgleichungen angegeben werden. Im Anhang A ist der
Algorithmus angegeben mit dem diese einfach numerisch gelést werden kénnen. Das so
gewonnene asymptotisch exakte Resultat ist in Abbildung 4.1 dargestellt. Bei Frequen-
zen wr > 1.5 findet man bereits eine gute Ubereinstimmung mit dem asymptotischen
Drude-Verhalten

Reo(wr) = 00/(1 + (wT)z), (4.4)

das zum Vergleich gestrichelt eingezeichnet ist. oo = ne?r/m ist dabei die Drude-
Leittahigkeit. Das Verhalten bei kleinen Frequenzen wird durch die asymptotische Ent-
wicklung

o(wr) ~ 200(4w7')2 [ 1n2(4w7') — Z + (2C = 3) In(4wt) + - -] (4.5)

beschrieben, wobei C' = 0.5772... die Eulersche Konstante ist. Dieser analytische Aus-
druck ist, wie A. A. Gogolin und V. I. Melnikov®¢ bereits angemerkt haben, nur in
einem sehr kleinen Bereich wr < 0.01 giiltig. Im kleinen Ausschnittsbild von Abbildung
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Abbildung 4.1: Asymptotisch exakte Losung fiir o(w) nach V. L. Berezinskii,
berechnet mit der im Anhang A beschriebenen Methode. Das kleine Ausschnitts-
bild zeigt das Niederfrequenzverhalten. Zum Vergleich ist die asymptotische Ent-
wicklung 4.5 gepunktet eingezeichnet.

4.1 ist die asymptotische Entwicklung (4.5) gepunktet eingezeichnet. Bei groferen Fre-
quenzen 0.01 Swt <0.06 zeigt Berezinskiis Losung einen anndhernd linearen Anstieg
in o(w).

Um das Mottsche o(w) o< w?In*w Verhalten eindeutig mittels einer numerischen Be-
rechnung nachweisen zu kénnen, muf} einerseits der Bereich der Krimmung w7 <0.01,
andererseits der Bereich des linearen Anstiegs wr 2 0.01 nachgewiesen werden.

Fiir das angegebene Modell (4.1) erhdlt man fiir die mittlere Streuzeit der Elektronen
in niedrigster Bornscher Niherung*

12Vh
T = T
Definiert man die Masse durch m = hkp/vp, dann erhédlt man mit der Fermi-Energie

ep =2V und kp = 7 /a fir die Drude-Leitfahigkeit

ne’r e’a V2

Mit den Zahlenwerten W =V =1 folgt

(4.6)

erT/h =24 > 1. (4.8)

*Man muB in der Herleitung beachten, daf die Transportzeit in einer Dimension durch die halbe
Quasiteilchenlebensdauer gegeben ist.
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In diesem Bereich sollten V. L. Berezinskiis Voraussetzungen schwacher Unordnung
gut erfiillt sein. Die im folgenden Abschnitt gezeigten numerischen Rechnungen wurden
deshalb bei diesen Parametern durchgefiihrt.

R. L. Bush32? berechnete o(w) numerisch auf der Basis von Integralgleichungen fiir die
dielektrische Funktion €(¢,w), konnte aber nicht geniigend Genauigkeit erzielen, um
den Unterschied zwischen w? und w? In? w Verhalten aufzuldsen.

R. C. Albers und J. E. Gubernatis® berechneten die dynamische Leitfahigkeit fiir
Ketten bis zur Lange 400 direkt mit Hilfe der Kubo-Formel und numerischer Bestim-
mung des vollstdndigen Eigensystems des Hamilton-Operators. Bei kleiner Unordnung
W/V =1 und Systemen dieser Grofle war es ihnen jedoch nicht einmal méoglich die
verschwindende Leitfadhigkeit bei w = 0 zu beobachten.

A. MacKinnon'!0 zeigte, daf} fiir die Bestimmung der statischen Leitfadhigkeit im ein-
dimensionalen Anderson-Modell bereits Ketten der Lange 10° nétig sind um eine Ge-
nauigkeit von 10 % zu erreichen.

Numerische Studien von T. Saso et al.146:147 | die auf dem MacKinnonschen (speziell
auf das eindimensionale Problem zugeschnittene) Iterationsverfahren basieren, konnten
einen quantitativen Nachweis fiir das w?In®w Verhalten ebenso noch nicht fithren.
Zum einen sind die betrachteten Systeme mit N = 10° immer noch zu klein, zum
anderen wurden hier nur Frequenzen wr 2 0.05 betrachtet (vgl. Anmerkung vorher
und Abb. 4.1). Ebensowenig wurde der wichtige Einflul des Infinitesimalparameters
¢ genau genug kontrolliert. In der zitierten Arbeit wurde bei schwacher Unordnung
W/V =1 und ¢ > 0.001 eine qualitativ gute Ubereinstimmung mit der von V. L.
Berezinskii angegebenen Lésung im Bereich 0.05 < wr < 2 gefunden.

Diese Ubereinstimmung bei W/V = 1 ist ein Artefakt aufgrund der zu geringen
Systemgréfen und eines zu groflen Infinitesimalparameters. Es zeigt sich, dafl Sy-
stemgréfien von N 2 10% und entsprechend kleine Infinitesimalparameter, ¢ <5 x 1077,
nétig sind, um im eindimensionalen Problem gquantitative Aussagen iiber die dynami-
sche Leitfahigkeit zu treffen, insbesondere um das Mottsche o(w) oc w? In® w Verhalten
bei kleinen Frequenzen definitiv nachzuweisen.

4.2 Ergebnisse der Modellrechnungen

Im folgenden wird nur der Fall schwacher Unordnung W/V =1 untersucht. Die Fermi-
Kante liegt in der Bandmitte bei e = 0.

Mit der im vorigen Kapitel entwickelten Rekursionsmethode (3.8-3.12) wird der Beitrag
zur dynamischen Leitfadhigkeit Re o(w, E, ¢) bei vorgegebener Energie F berechnet. Die
Leitfahigkeit selbst ist erst durch die Mittelung iiber das Energieintervall [ep — hw, ep]
um die Fermikante ¢ gegeben (Gleichung 3.8). Zunéachst soll iiberpriift werden, daf} die
FE-Abhingigkeit im Rahmen der erstrebten Genauigkeit vollig vernachléssigbar ist (wie
auch in Kapitel 6 im Falle des Quanten-Hall-Systems) und daf} deshalb die Gleichung
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Abbildung 4.2: Die Abhingigkeit von Re o(w, F) von der Energie F bei fester
Frequenz wr = 0.3 fiir W =V =1 und ¢ = 2 x 107%. Aus den nach N = 2 x 107
Iterationen erhaltenen Datenpunkten (4) wurden die Mittelwerte (o) berechnet.
Die durchgezogene Linie deutet das lineare Verhalten an. Die F-Abhéngigkeit
in der Mittelung von Reo(wr) ist in dem durch gestrichelte Linien markierten
Energiebereich [¢p — hw, ep] vernachlédssigbar.

(3.13) bereits die dynamische Leitfahigkeit ergibt.

Am deutlichsten ist die F-Abhéngigkeit in der N&he des Maximums der Leitfadhig-
keit sichtbar (vgl. Abbildung 4.3). Bei fester Frequenz wr = 0.3 und ¢ = 2 x 10™*
wurde oy (w, E,¢) fiir Systeme mit N = 2 x 107 Gitterplitzen berechnet (Abbildung
4.2 (+)) und iiber mehrere Realisierungen gemittelt, so dafl ein zuverlassiger Mittel-
wert (o) erhalten werden konnte. Der Beitrag zur dynamischen Leitfahigkeit nimmt in
etwa linear mit dem Abstand von der Fermi-Kante ab. Innerhalb des zu mittelnden
Bereiches (gestrichelte Linien) ist die E-Abhéngigkeit im Vergleich zur Genauigkeit
des Mittelwertes {iber verschiedene Ensemble (o) bei e = 0 vollig vernachlassigbar.
Die dynamische Leitfadhigkeit kann deswegen bereits prazise aus der Iteration bei einer
Energie (¢p = 0) gewonnen werden.

In Abbildung 4.3 ist Re o(wT, F) /0y fiir Ketten der Linge N = 2x 107 und ¢ = 2x10™*
dargestellt. Bei wr = 0 bleibt eine endliche Leitfahigkeit aufgrund des endlichen Wertes
von ¢ erhalten. Das asymptotische Drude-Verhalten wird erst bei groflen Frequenzen
wt 25 erreicht (kleines Bild).

Um das Mott-Verhalten im Limes w — 0 nachzuweisen, wurden auch Systeme der
GroBe N = 10® betrachtet. Der Infinitesimalparameter kann in diesem Fall bis auf
e = 5 x 107 verringert werden. Die Resultate fiir Frequenzen wr < 0.02 sind in
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Abbildung 4.3: Dynamische Leitfahigkeit Re o(wr, E)/0g fiir das 1D-Anderson
Modell mit W =V =1, E = 0 und ¢ = 2 x 107%, wobei 09 = ne?r/m die
Leitfahigkeit und 7 die Relaxationszeit der Elektronen im Drude-Modell ist. Pro
Datenpunkt (+) wurden N = 2 x 107 Iterationen durchgefiihrt. Die durchgezo-
gene Linie interpoliert die zu gleichen wt, aus jeweils 10 — 30 Iterationsfolgen,
berechneten Mittelwerte (o). Zum Vergleich das Drude-Verhalten (gestrichelt).

Abbildung 4.4 zusammen mit den Berechnungen bei ¢ = 2 x 107* dargestellt. Zum
Vergleich ist V. L. Berezinskiis asymptotisch exakte Losung gepunktet dargestellt.

Zu den berechneten Kurven aus Abbildung 4.4 (links) kann ein konstanter Offset ad-
diert werden, so daf} diese mit V. L. Berezinskiis Losung zur Deckung gebracht werden
kénnen. Dies zeigt, dal bei sehr kleinen wr der Infinitesimalparameter ¢, im Rahmen
der erzielbaren Genauigkeit nur noch einen konstanten Beitrag zur Leitfahigkeit verur-
sacht, die funktionale Form aber nicht &ndert. Nur bei ¢ = 2 x 10™* ist noch zu sehen,
daB der endliche Wert zu einer stirkeren ,Abrundung® als im tatsichlichen w?In®w
Verhalten fiihrt.

Bei der schwachen Unordnung W/V = 1 sind die Voraussetzungen fiir die Bornsche
Néherung offensichtlich noch nicht ausreichend gut erfiillt. Es sind signifikante Ab-
weichungen von der fiir schwache Unordnung asymptotisch exakten Theorie sichtbar,
vor allem in der Nihe des Maximums der Leitfadhigkeit (Abbildung 4.5). Auch ist der
Ubergang zum Drude-Verhalten erst bei deutlich groBeren Frequenzen, wr > 5, zu sehen

(Abbildung 4.3, kleines Bild).
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Abbildung 4.4: Verhalten von Re o(wr)/0q bei kleinen Frequenzen. Es ist W =
V=1bei ¥ =0mite =2x10"" und N = 2 x 107 (+), sowie mit ¢ =
5x 107° und N = 10® (x). Die gemittelten Werte sind durch (o) bzw. (O)
gekennzeichnet. Zum Vergleich ist V. L. Berezinskifs asymptotisch exakte Lésung
dargestellt (gestrichelt). Rechts wurde ein konstanter Offset subtrahiert, so daf}
die Daten mit der exakten Losung zur Deckung gebracht werden.
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Abbildung 4.5: Dynamische Leitfihigkeit Re o(wr)/0oq fiir das 1D-Anderson
Modell mit W =V =1, E = 0 und ¢ = 2 x 10~%. Berezinskiis analytische Lésung
ist gestrichelt dargestellt. Zum Vergleich ist auch das Drude-Verhalten gepunktet
eingezeichnet.
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Zusammenfassend kann festgestellt werden, dafl zur préazisen Berechnung der dynami-
schen Leitfihigkeit im eindimensionalen Anderson-Modell grofiere Systeme (N 2> 10%)
nétig sind, als bislang angenommen wurde. Der Einflu} des Infinitesimalparameters
¢ muf} dabei immer systematisch durch den Vergleich der Resultate fiir verschiedene
Werte untersucht werden, um Artefakte zu vermeiden. Die in Abbildung 4.4 darge-
stellten Ergebnisse zeigen klar das Mottsche o(w) o w? In? w-Verhalten und im Bereich
wr <0.02 quantitative Ubereinstimmung mit dem asymptotisch exakten Resultat von
V. L. Berezinskii. Bei der Untersuchung des Niederfrequenzverhaltens zeigte sich, dafl
fiir ,geniigend® kleine Infinitesimalparameter das funktionale Verhalten der frequenz-
abhéngigen Leitfadhigkeit bis auf einen konstanten, d. h. frequenzunabhéngigen Beitrag,
nicht mehr von ¢ beeinfluflt wird.

Bei ungeordneten zweidimensionalen Systemen im starken Magnetfeld tritt zum Unter-
schied ein Lokalisierungs-Delokalisierungs-Phaseniibergang auf, wenn das Fermi-Niveau
bei einer kritischen Energie E° liegt. Damit verbunden, treten in der dynamischen
Leitfahigkeit Potenzgesetze anstatt des w? In® w-Verhaltens auf. Gerade hier erweist sich
die Moglichkeit der Subtraktion des fiir kleine ¢ konstanten Offsets als sehr niitzlich
fiir die genauere Bestimmung der Potenz.

Nachdem sich das Iterationsverfahren als Methode der Wahl in der Berechnung meso-
skopischer Systeme in einer Dimension bewéhrt hat, soll in den folgenden Abschnitten
das wesentlich komplexere Problem des Lokalisierungs-Delokalisierungs-Uberganges bei
Quanten-Hall-Bedingungen untersucht werden.



5
Multifraktalitit

n jlingerer Zeit wurden zahlreiche physikalische Groflen beobachtet, die nicht den
konventionellen Skalengesetzen gehorchen. Charakteristisch sind dabei breite Ver-
teilungen der untersuchten Observablen, z.B. der Wachstumswahrscheinlichkeit bei
der DLA (Diffusion Limited Aggregation), der Verteilung des Spannungsabfalles in
Random Resistor Networks oder der Wahrscheinlichkeitsdichte bei Random Walks auf

Fraktalen30, 31, 134, 156

In allen Féllen kénnen die Momente der Verteilungen nicht durch einen einzigen Expo-
nenten, sondern nur durch eine unendliche Hierarchie von Exponenten charakterisiert
werden. Zum Beispiel weisen die Momente der Wellenfunktion P = [ d%r |W(r)|?
bei einem Lokalisierungs-Delokalisierungs-Ubergang jeweils ein anderes Skalenverhal-
ten fiir verschiedene ¢ = 1,2,3, ... auf (sieche Abschnitt 5.3). Dieses Phanomen wurde
zum ersten Mal von B. B. Mandelbrot im Zusammenhang mit vollstdndig entwickel-
ter Turbulenz!!> beschrieben und ist heute unter dem Neologismus Multifraktalitit
bekannt.

Die urspriingliche Bedeutung des Begriffs ,, Multifraktal® fithrt zu der Frage nach den
Bildungsprozessen von multifraktalen Strukturen hin. Es zeigt sich, dafi multiplikative
Kaskaden von Zufallsprozessen im allgemeinen auf multifraktale Strukturen fithren,
wahrend additive Prozesse in der Regel einfache Fraktale erzeugen31: 156 |

Da der im 6. Kapitel untersuchte Lokalisierungs-Delokalisierungs-Phaseniibergang (LD)
von elektronischen Wellenfunktionen unter Quanten-Hall-Bedingungen solche multi-
fraktale Eigenschaften aufweist, werden in diesem Abschnitt die benétigten Begriffe
kurz eingefithrt und der Zusammenhang zwischen fraktalen Dimensionen und kriti-
schen Exponenten, die in der Beschreibung des LD-Phaseniiberganges spater benotigt
werden, hergestellt.

5.1 Die fraktalen Dimensionen

Die fraktale Dimension ist der grundlegende Begriff zur Beschreibung von Strukturen,
die eine Skalensymmetrie besitzen. Skalensymmetrie bedeutet Selbstdhnlichkeit des
Objektes unter verschiedener Vergroflerung bei der Beobachtung.

Der historisch erste Dimensionsbegriff, der ein Maf} fiir das Vermégen den Raum zu
fiillen gibt und nicht-ganzzahlige Dimensionen zulédft, wurde von F. Hausdorffé3 ein-

34
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gefithrt. Das D-dimensionale Hausdorff-Maf} auf einer Menge S
Mp(S) =lim inf ZrkD, D > 0,reel (5.1)
3

e—0 7rp<e
definiert die optimale Uberdeckung dieser Menge mit Hilfe von Kugeln mit variablen
Radien ri. Als Hausdorff-Dimension Dy wird diejenige Dimension D bezeichnet, bei
der Mp von oo nach 0 springt.

In der Praxis wesentlich einfacher zu handhaben sind jedoch Box-Dimensionen, z.B. die
von A. N. Kolmogorov?* eingefithrte Kapazititsdimension D¢, die von einer Zerlegung
des Fraktals in gleich grofie Wiirtel der Kantenldange ¢ ausgeht

) In N(e)
Do = ll—{% Inl/e

(5.2)

N(e) bezeichnet dabei die minimale Anzahl zur Uberdeckung benétigter Wiirfel. Leider
stimmen Dy und D¢ bereits bei einfachen Mengen nicht iiberein. So ist etwa fiir die
Menge der rationalen Zahlen auf [0,1] Dy = 0, jedoch D¢ = 1.

Bezeichnet man mit P;(e) die Wahrscheinlichkeit einen Punkt des Fraktals im ¢-ten
Wiirfel der Groflenskala ¢ zu finden, dann ist die Informationsdimension Dy

_p .
Dy = lim () In Pz(e)‘
e—0 Inl/e

(5.3)

Die Korrelationsdimension Dy (P. Grassberger, I. Proccacias” ) schlielich ist definiert
durch In ()
—InCl(e

Dyi =lim ——— 4

x =l T (5:4)

mit dem Korrelationsintegral

C(e) = / d'r e(r) und c(s):/ dp(e:)dp(es) 6%y — 2y —5).  (5.5)

Ir|<e

c(s) stellt die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir einen vorgegebenen Abstand zweier belie-
biger Vektoren x; und @, dar.

Im allgemeinen unterscheiden sich diese Dimensionen bei einem fraktalen Objekt. Nur
im Fall einfacher Fraktale geniigt eine einzige fraktale Dimension Dy = Do = Dy =
Di = Dp. Finen ,eindeutigen Fingerabdruck® eines multifraktalen Objektes erhéalt
man erst durch die Einfithrung einer unendlichen Hierarchie von fraktalen Dimensionen

(H. G. E. Hetschel, P. Grassberger, 1. Proccacia®™ 64 ).

Dazu betrachtet man ein d-dimensionales System (den Trager eines Mafles 1), das man
in d-dimensionale Wiirfel der Kantenlange ¢ zerlegt. Mit Pi(¢) = [ du(x) wird das
integrierte Maf} auf dem z-ten Wiirfel der Kantenlédnge ¢ bezeichnet, z.B. die Aufent-
haltswahrscheinlichkeit eines Elektrons in diesem Volumenelement. Man definiert eine
»Zustandssumme*

Zie)= Y PL. (5.6)
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Die Reyni-Information g-ter Ordnung?® ist gegeben durch

I,(¢e) = ! iqanq(e). (5.7)
Die verallgemeinerte fraktale Dimension g-ter Ordnung wird dann definiert durch
D, = lim —i . (5.9)
=—0 Inl/e

Mit dieser Definition erhdlt man fiir ganzzahlige ¢ sofort die bereits frither eingefithrten
fraktalen Dimensionen als Spezialfille. Die Kapazitdtsdimension ist

Do = lin%Dq = Dy, (5.9)
q—)'
die Informationsdimension ist
Dy = lirrlqu = Dy, (5.10)
q—)'

und die Korrelationsdimension erhalt man aus
Dy = lirr21Dq = Ds. (5.11)
q—)'

Die verallgemeinerte Dimension D, ist fiir alle reellen ¢ definiert und bildet eine mo-
noton fallende Funktion in ¢g. Es existiert eine untere und eine obere Grenzdimension
D_., und D, die den Bereichen der Menge entsprechen, in denen das Mafl am ,,aus-
gediinntesten®, bzw. am ,dichtesten® ist.

Man kann allgemein zeigen!>7 | daff auf dem mafitheoretischen Tréager, d. h. der Menge,
auf der das Maf} konzentriert ist, die Hausdorff-Dimension gleich der Informationsdi-
mension ist, also Dy = Dy = Dy.

Ebenso allgemein gilt auf dem Abschluf} einer selbstéhnlichen Menge Dy = Do = Dy.
Da man in der Physik {iblicherweise mit abgeschlossenen Mengen zu tun hat, wird
meist die Kapazitdtsdimension Dy als ,Hausdorff-Dimension“ bezeichnet (manchmal

allerdings auch Dy).
Allgemein giiltig ist auch die Relation
d>Dg > Dy > Dy > Dysy > dr, (5.12)

wobei d die euklidische Dimension und dr die topologische Dimension bezeichnet (diese
beiden sind ganzzahlig).

5.2 Das Spektrum eines Multifraktals

Eine anschauliche Vorstellung {iber die innere Struktur eines Multifraktals erhé&lt man
durch die Einfithrung des f(«) Spektrums (T. C. Halsey et al.61 ). Man geht dazu von
der Vorstellung aus, dafi die integrierten Mafle P;(¢) individuell mit

Pi(e) o< g™ (5.13)
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skalieren. a; entspricht also etwa der fraktalen Dimension am Ort ¢ und diese kann von
Ort zu Ort varilieren. Die Anzahl dN, der Wiirfel in denen «; einen Wert zwischen «
und a + da annimmt, verhélt sich nach der Skalenhypothese wie

dN,(e) = 5_f(a)n(oz)doz. (5.14)

f(a) entspricht damit der fraktalen Dimension der Untermenge in der «; gleich « ist.
Fiir die Zustandssumme (5.6) folgt also

Z(q) = / da n(a)e= @+, (5.15)

Im Limes kleiner ¢ wird das Integral von dem Wert «, dominiert, der qa — f(«)
minimiert, und kann mit Hilfe der Sattelpunkt-Approximation ausgewertet werden.
Daraus folgt der Zusammenhang mit den verallgemeinerten fraktalen Dimensionen D,
aus (5.6-5.8). Die Zustandssumme skaliert wie

Z(q) xe™ mit 1, =(q—1)D,, (5.16)

wobei f(a,) mit 7, iiber eine Legendre-Transformation* verkniipft ist

flay) =qa, — 74 (5.17a)
dr,

= —. 17h

oy » (5.17b)

Deshalb enthélt das f(«)-Spektrum die gleiche Information wie D,. 7, wird als Korre-
lationsexponent oder Massenexponent g-ter Ordnung bezeichnet. Nach dieser Interpre-
tation kann man sich ein Multifraktal als ein verwobenes Ensemble von unabhangigen
einfachen Fraktalen der Dimension f(«;) vorstellen, wobei auf jedem dieser Fraktale ¢
die Observable P mit dem Lipschitz-Hoélder-Exponenten «; skaliert.

Die direkte Bestimmung der D, mit Hilfe von (5.6-5.8) und daraus die Gewinnung
von f(ay) tiber die Legendre-Transformation ist problematisch. A. Chhabra und R.
V. Jensen*? entwickelten deshalb eine einfache und prézisere Methode zur direkten
Bestimmung des f(a)-Spektrums von multifraktalen Strukturen. Dazu wird zuerst eine
einparametrige Schar von normierten Maflen y;(¢) definiert

[Li(e)]®
AOIK
Der Parameter ¢ stellt eine Art Mikroskop dar, das verschiedene Bereiche des Fraktals

pilg,€) = (5.18)

wherausvergrofert. Fir ¢ > 1 werden die starker singularen Strukturen verstéarkt, fir
g < 1 werden die weniger singuldren Bereiche herausgegriffen, und bei ¢ = 1 repliziert
1(1) das urspriingliche MaB. Die Informationsdimension des Tragers von p(q) ist dann

f(Q) _ Zz ﬂi(Q7€) lnﬂi((bg), (519)

Ine

*B. B. Mandelbrot3! diskutiert Einschrinkungen der Allgemeinheit dieses Zusammenhanges.
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und die mittlere Starke der Singularitidt a; = In P;(¢)/Ine ist
_ Xipilg,€) In Bi(e)

Ine

a(q) (5.20)

Man zeigt, daf die so eingefiihrten f(¢) und a(g) mit unseren vorigen Definitionen
(5.13,5.14) tibereinstimmen. Aus der mittels (5.18-5.20) gewonnenen f(«)-Kurve kénnen
dann mit Hilfe von (5.16,5.17a) leicht die verallgemeinerten fraktalen Dimensionen D,
berechnet werden. Die typische Form der Spektren und Dimensionen illustrieren die
in Abschnitt 7.3 aus Wellenfunktionen unter Quanten-Hall Bedingungen berechneten
Kurven.

Interessant ist die formale Analogie zwischen Z(¢) und dem thermodynamischen For-
malismus der Zustandssumme Z(3). Identifiziert man 7(¢) = In Z/In e mit der freien
Energie F' = —31n Z(/), so ist «, die Entsprechung zur Energie F, und die Legendre-
Transformierte f(ay,) das Analogon zur Entropie S. Der konvexe Graph der f(«a)-Kurve
erinnert deshalb an die Auftragung der Entropie als Funktion der Energie.

Der Vollstandigkeit halber werden noch einige allgemeine Eigenschaften der f(a)-Kurve
angegeben: f(«) ist konvex mit einem einzigen Maximum bei ¢ = 0, wobei f(ag) = Dy
die Kapazitdtsdimension ist. Bei ¢ = +o00 ist die Steigung unendlich und o, = Do,
bzw. Qmax = D_o. Bei ¢ = 1 findet man die Informationsdimension Dy = f(a1) = oy
mit f'(aq) = 1. Im Falle eines einfachen Fraktals schrumpft die f(«)-Kurve auf einen
Punkt zusammen.

5.3 Multifraktale beim
Lokalisierungs-Delokalisierungs-Ubergang

Die wichtige Rolle von fraktalen Strukturen beim LD-Ubergang, z. B. im Quanten-
Hall-System, wurde zum ersten Mal von H. Aokil? erkannt. Er zeigte, daf} die inverse
Besetzungszahl

PO = /ddr ()| (5.21)
Va

am kritischen Punkt bei einem kontinuierlichen Phaseniibergang mit einer Potenz d* <
d skalieren muf}. Spétere, beim Quanten-Hall-System berechnete Wellenfunktionen!>
zeigten selbstdhnliche, filamentartige Strukturen mit einer Hausdorff-Dimension Do =

1.57 4 0.03. (Vergleiche auch Abbildung 7.2.)

C. Castellani und L. Peliti?* fiihrten eine verallgemeinerte inverse Besetzungszahl ein

P — /ddr (7)), (5.22)
Va

fiir die sie im Rahmen eines nicht-linearen o-Modell in drei Dimensionen (ohne Ma-
gnetfeld) nicht-triviales Skalenverhalten der Form

P@ o [T (5.23)
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am kritischen Punkt fanden — der erste Hinweis auf multifraktale Wellenfunktionen

beim LD-Ubergang.

Seither befafiten sich zahlreiche Arbeiten mit der multifraktalen Analyse des LD-
Uberganges, unter anderem beim dreidimensionalen Anderson-Modell?48-152 ynd beim
Quanten-Hall-Effekt™, 79, 80, 131,136 |

Der Zusammenhang zwischen dem Exponenten 77 und dem Korrelationsexponenten 7,

ergibt sich®0 | indem man P in einem Tight-Binding-Modell mit der Gitterkonstante
a und der Systemgrofe L auswertet, und das Resultat mit der Zustandssumme (5.6)
identifiziert:

Pl ~ DW= Z,(a/L). (5.24)

Diese Approximation wird im Limes I — oo immer genauer®. Deshalb kann man
unter der Annahme, dafl die Selbstédhnlichkeit im Limes L. — oo erhalten bleibt, die
Exponenten am kritischen Punkt identifizieren 77 = 7,.

5.3.1 Zusammenhang mit den Exponenten der Korrelations-
linge v und der inversen Besetzungszahl 7,

Da die Korrelationslange die obere Cutoff-Lénge darstellt, bis zu dem Potenzverhalten
gefunden werden kann, gilt

PW o ¢77a, (5.25)
Mit der Definition des kritischen Exponenten v
Ex (F—E°)™ (5.26)
folgt
P (E — E°)™. (5.27)

Damit kann F. Wegners!6> kritischer Exponent 7, fiir die verallgemeinerte inverse
Besetzungszahl

PW o (B — E°)™ (5.28)

durch v und die fraktalen Dimensionen D, ausgedriickt werden. Man erhélt damit den

Zusammenhang zwischen 7, v und D,
e =vD,(q—1). (5.29)

Interessant ist, dafl die Beriicksichtigung dieser Relation auf den korrekten Wert von v
in der stérungstheoretischen Rechnung von S. Hikami®¢7 80 fiihrt. Aus seinem Resultat
7wy = 3.8 £ 0.4 folgt mit Dy = 1.62 £ 0.02 fiir den kritischen Exponenten v = 2.4 + 0.3,
und nicht wie falschlicherweise angenommen v = 1.9, wenn statt Dy die euklidische
Dimension eingesetzt wird!

*Im Kontinuumslimes @ — 0 bricht bei festem L jedoch die Selbstihnlichkeit zusammen, wenn a
die mikroskopische Langenskala erreicht.
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5.3.2 Zusammenhang mit dem Exponenten der anomalen
Diffusion n

Das von J.T. Chalker3®-10 beobachtete anomale Diffusionsverhalten beim Quanten-
Hall-System am kritischen Punkt duflert sich im Skalenverhalten der 2-Punkt-Green-
Funktion

IG(E 4 ic, 7, v o |r —o'| 77274, (5.30)

Wegner16> definiert eine ensemble-gemittelte inverse Besetzungszahl

Z|\I/ We(E - E, /Z(SE E,). (5.31)

Unter der Annahme, dafl die Ensemble-Mittelung translationsinvariant ist, kann man
P® durch die ensemble-gemittelte 2-Punkt-Green-Funktion

- 1 2
Gl = e i) (5.52)
ausdriicken. Mit der Zustandsdichte
o(E) = lim ; d'r|G(E 4 ie,7,70)°, (5.33)
(festgehaltenes 7g), erhdlt man
POE) = tim LGB 1 iz 7o, 70) . (5.34)

=0+ o(F)

Die Zustandsdichte ist beim Lokalisierungs-Delokalisierungs-Ubergang eine unkritische
Grofe, also skaleninvariant. Diese Eigenschaft von p(F£) wird im Abschnitt 6.2 noch
numerisch mit grofler Prézision tiberpriift werden. Mit diesen Voraussetzungen und
dem Ansatz

GE +ie,m,m0)F = g(E. L) |7 — ro 7+ (5.35)

erhalt man

PI(E) x g(E, L) < L"? (5.36)
und schlielich mit (5.25) den

Zusammenhang zwischen n und D,

n=2-0D,. (5.37)
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Modellrechnungen zum
zweldimensionalen Magnetotransport

6.1 Das Random-Matrix-Modell

in wichtiger Schritt in der prézisen Bestimmung des Skalenverhaltens stellt die

Entwicklung des Random-Matriz-Modelles durch B. Huckestein und B. Kramer6?,
bzw. unabhéngig davon durch B. Mieck!!? dar. In diesem Modell wird die vollstandige
Information tiber das Impurity-Potential auf wenige, aber wesentliche statistische Fi-
genschaften des Potentials reduziert. Dies basiert auf der Idee, daf das Skalenverhalten,
etwa der Korrelationsldnge oder der Leittahigkeit, universell ist, also nicht von der in-
dividuellen Probe abhdngen sollte. Aus dieser Informationsreduktion ergibt sich eine
duferst effiziente Methode zur Gewinnung der Potential-Matrixelemente, die erst die
Untersuchung von hinreichend grofien Systemen ermdéglicht.

In folgendem wird ein Modell unabhangiger Elektronen der Masse m und der Ladung

g = —e betrachtet, die sich in der z-y-Ebene in einem homogenen, senkrechten Ma-
gnetfeld bewegen
4 2
H=—(p--A Vir). 6.1
- L) () (6.1

V(7) beschreibt das durch Impurities verursachte Zufallspotential. Die Grundzustands-
Eigenfunktionen des ungestérten Hamilton-Operators

1 e~y _(z—k?)?
op(r) = ——=—=c¢ 27 . (6.2)
Vrlzg /L

sind in der Landau-Eichung A = (0, Bz,0) um den Schwerpunkt bei z = k(* zen-
triert. £ = (he/eB)'Y? bezeichnet den Zyklotronradius. Nehmen wir periodische Rand-
bedingungen in y-Richtung an, so ist die Wellenzahl £ diskret und ein Vielfaches von
Ak = 27 /L. Da die makroskopischen, physikalischen Eigenschaften nicht von mikro-
skopischen Details des Impurity-Potentials abhdngen sollen, legt man im sogenannten
Random-Matriz-Modell5® nur minimale statistische Eigenschaften des Potentials fest.

Das Potential V(7) soll ein Elektron-Loch-symmetrisches Zufallspotential sein und
rdumliche Korrelationen mit einer typischen Potential-Korrelationslange A enthalten:

<

(r) = 0
VbV = e
(r+0)Vir) = ooe

(6.3)

41
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Der Mittelungsstrich bezeichnet dabei das Ensemble-Mittel. Mit Hilfe der gauflschen
White-Noise-Funktion V(7 ), die den Bedingungen

Vo(r) = 0
(6.4)
Vo(r +0)Vo(r) = 6(b)
geniigt, kann man
(& 2 ' —|r_1;/|2
V(r) = W/d " Vo(r')e™ (6.5)

auch als Superposition von Impurity-Potentialen mit gauscher Form und endlicher
Reichweite A ausdriicken, so da (6.3) erfiillt ist.

Es ist zweckméfig und in den folgenden numerischen Berechnungen duflerst effizient die
Matrixelemente V(k, k+d) = (k|V |k + d) direkt zu erzeugen, anstatt etwa gauBférmige
Impurities in der Ebene zu verteilen.

Mit den Abkiirzungen L' = L/\27l, X' = X/\/2xl, o' = z/2xl, np = kL/27,
a* =r /20" und b =1 + 27 \"? lautet das Potential-Matrixelement

2 2
V(ng,ng +nqg) = /d:z; w( nkz_nd nd)e_2” . (6.6)

wobei
w(—x , Ny l/aly VO(:L',y)e_idy (6.7)
27l L

das Fourier-Integral des Potentials bezeichnet. Das Integral in (6.6) kann numerisch
sehr gut durch eine diskrete Summe approximiert werden, indem man 2’ durch j/2L’
substituiert13l: 132 Damit erhdlt man

U - 2n2 +2ng +n —a
Vot na) = e > (LR e (o
P

Die Summationsgrenze N wird so grol gewihlt, dal das Resultat im Rahmen der
numerischen Genauigkeit nicht mehr von dieser abhéangt.

Real- und Imaginérteil von w = w!+4w! erfiillen, wie man mit (6.4) bis (6.7) nachweist,
die Relation

ws(l', k)wsl(l'/, k/) == 5575/5(1' — l’/) (5k,k’ + 5k,—k’)7 (69)

Ar L’
wobei s = R, [ und =+ fiir den Real- bzw. Imaginéarteil stehen.

Im Random-Matrix-Modell werden nun gaufBsche weifie Zufallszahlen w!(j,ny) fiir
den Real- und Imaginérteil von w(j, ng) erzeugt. Damit werden die statistischen Rand-
bedingungen (6.3) und (6.9) an die Matrixelemente bereits erfiillt. Die Hermitizitat der
Random-Matrix muf dabei mittels @’ (j,ny) = —w’(j, —ny) und @ (j,0) = 0 explizit
beriicksichtigt werden. Es ist zu beachten, daf} die Zufallszahlen w(j,0) die einen dia-
gonalen Beitrag liefern, gegeniiber den auflerdiagonalen Beitragen entsprechend anders
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Abbildung 6.1: Absolutbetrag der Random-Matrix-Elemente fiir ein kurzreich-
weitiges Potential (A = 0, linkes Bild) und fiir ein langreichweitiges Potential
(A = 2(, rechtes Bild) mit L = 60 und Matrixdimension M = 90. Die Punkt-
dichte ist proportional zum Absolutbetrag.

normiert werden miissen™, da der Imaginérteil w!(7,0) stets verschwindet. In Abbil-
dung 6.1 ist der Absolutbetrag der Random-Matrix-Elemente fiir zwei Potentiale unter-
schiedlicher Reichweite, A = 0 und A = 2/, dargestellt. Deutlich sind die Korrelationen
unterschiedlicher Reichweite in Richtung der Diagonalen zu sehen. Mit wachsender Po-
tentialkorrelationslange wird die Random-Matrix mehr und mehr diagonal dominiert.

Das Random-Matrix-Modell beruht aut der Annahme, daff das Skalenverhalten und
alle anderen physikalisch relevanten Eigenschaften des Quanten-Hall-Effekts nicht mehr
wesentlich von Korrelationen héherer Ordnung des Potentials abhéngen. Dafl dies auch
fiir die statische und dynamische Leittdhigkeit gilt, soll in den néachsten Abschnitten
demonstriert werden.

Das Random-Matrix-Modell wurde bereits erfolgreich in der prazisen Berechnung6 70
des kritischen Exponenten der Korrelationslange v, der verallgemeinerten fraktalen
Dimensionen!?! und der Gleichgewichts-Stromverteilung!3? angewendet. Selbst, wenn
fiir A = 0 das Potential é-korreliert ist, hat das effektive Potential eine endliche Korre-
lationsldange von der Grofle der magnetischen Lénge (. Fiir A = 2( zeigt die Wellenfunk-
tion bereits die Struktur des Hochfeld-Limes. Sie folgt den Aquipotentiallinien bereits
tiber weite Bereiche!3? (siehe auch Bild 7.3).

*Die diesbeziigliche Fuinote in Referenz!3! behauptet das Gegenteil — man erhilt so aber einen
etwa um den Faktor 2 zu grofien Wert fiir den kritischen Exponenten v, es ergeben sich aber offen-
sichtlich die richtigen fraktalen Dimensionen.
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6.2 Die Zustandsdichte

6.2.1 Analytische Modelle

Im Hochfeldmodell (HF) sind die Zustande auf den Aquipotentiallinien des Impurity-
Potentials konzentriert. Deshalb ist die Zustandsdichte, bis auf einen Faktor 1/27(?,
der die Zahl der Zustdnde pro Flache angibt, durch die Potentialverteilungsfunktion
(6(E —=V(r))) gegebens . Konstruiert man das Impurity-Potential zum Beispiel97: 98
durch eine Superposition von N zweidimensionalen Gauf}-Funktionen der Reichweite d,

N N2
Vi =3 v e T (6.10)
=1
wobei die Positionen r; der Streuer innerhalb der Fliache A und die Amplituden V;
im Intervall [—V, V] (gleichverteilt) ausgewiirfelt werden, erhélt man fiir die Zustands-
dichte im 0-ten Landau-Band

LU iRy
HE (Y = N To/2 /| 6.11
0o ( ) 27T€2 \/ﬁFO/Q € ( )

Die dimensionslose Konzentration der Streuzentren ¢ und die Breite I'y sind dabel

durch
Nd? |27

gegeben. F, = ﬁwc(n—l—%) bezeichnet die Energie des n-ten ungestérten Landau-Bandes.

Diese Methode zur Generierung von Zufallspotentialen wird in den numerischen Rech-
nungen mittels des streutheoretischen Verfahrens in Abschnitt 7 verwendet werden.

Die mit Hilfe der selbstkonsistenten Bornschen Ndherung (SCBA) berechnete Zustands-
dichte’® weist fiir jedes Landau-Band die Form einer Halbellipse auf:

1 2 B —E,\?
SCBA n
) = 1 — ) 1
on(E) 27 (2 ﬂTn¢ ( r, ) (6.13)

Die Breite I',, ist durch die Matrixelemente des Potentials gegeben5 . Bei diesem und
den folgenden Resultaten fiir p(£) wird die Bedingung eines starken Magnetfeldes, im
Sinne von hw. > I',, d. h. Entkopplung der Landau-Bénder, vorausgesetzt. Um das

unphysikalische Verhalten an den Bandkanten zu vermeiden, mufl man {iber die Born-
sche Naherung fiir den einzelnen Streuer (Single Site Approximation) hinausgehen.
Mit der Berticksichtigung von Streuung an Impurity-Clustern (Many Site Approxima-
tion) durch die ndherungsweise Summation einer unendlichen Klasse von Diagrammen
konnte T. Ando zeigen, dafl bei hohen Landau-Indizes die semi-elliptische Form eine
gute Approximation darstellt, wihrend bei niedrigen Landau-Indizes eher eine gauf-
sche Form vorliegt.

Elegant werden die Effekte von Mehrfachstreuungen in der Kumulantenentwicklung der
Green-Funktion (LOCA) mit Hilfe der Feynmanschen Pfadintegraldarstellung durch
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R. R. Gerhardts®® mitgenommen. Er erhélt damit eine gauBférmige Zustandsdichte
fiir das n-te Landau-Band

E — € / )

F. J. Wegner166 konnte fiir den Fall eines Impurity-Potentiales mit gaufischem weiflen
Rauschen sogar die exakte Losung fiir das niedrigste Landau-Niveau angeben:

2

1 2 e U F—F
EXACT 0
) = g = — = — 6.15
%o (£) 2702 73Ty 1 4 erfi’y’ 0 Vorl’ g Iy ( )

Dies entspricht also dem Fall A = 0 in Gleichung (6.3). o5*AT(E) fillt in den Flanken
gauBférmig ab, ist aber in der Mitte flacher und breiter.

Brézin et al.28 entwickelten schlieflich mit Hilfe eines supersymmetrischen Formalis-
muses eine systematische Verallgemeinerung fiir verschiedene andere Verteilungen.

6.2.2 Numerische Rechnungen

In Abbildung 6.2 ist die Zustandsdichte p(F) fiir ein kurzreichweitiges Potential mit
A =0, fiir A = 14, sowie fiir ein langreichweitiges Potential mit A = 2¢ gezeigt. Die Be-
rechnung wurde mit den Iterationsgleichungen (3.6) im Rahmen des Random-Matrix-
Modells durchgefithrt. Fiir die Dimension der Random-Matrix wurde M = 1.5 x L/{
gewahlt. Aus Gleichung (6.8) erhalt man eine Abschitzung fiir den Cutoff-Fehler

[V (g, g + M)|? ~ e 20MULED 5 10720542/, (6.16)

Dieser wird damit im Vergleich zur Rechengenauigkeit, d. h. auch im asymptotischen
Wert von o( E) vernachléssighar klein.* Diese Wahl fiir die GréBe der Random-Matrix
wurde auch in den folgenden Rechnungen zur dynamischen Leitfahigkeit o,,(w) beibe-
halten.

Nach N = 2 x 10° Iterationen mit einem Einschaltparameter von ¢ = 10™* waren
die Datenpunkte innerhalb eines relativen Fehlers von bereits weniger als 5 x 1072
konvergiert.

Bei dem kurzreichweitigen Potential (A = 0) wird o(F) perfekt durch F. J. Weg-
ners Funktion (6.15) wiedergegeben (Abbildung 6.2, durchgezogene Linie). Bei dem
langreichweitigen Potential, A = 2¢, ist die Zustandsdichte in sehr guter Nadherung
gauBférmig (gepunktete Line). Dies kann als ein Hinweis gewertet werden, dafl man
sich dem Regime nihert, in dem der Hochfeld-Limes (6.11) bereits eine gute Appro-
ximation darstellt. Wellenfunktionen, die mit d a 2 berechnet wurden (siehe z. B.

*Zum Vergleich: In den Rechnungen zur Lokalisierungslange® wurde mit M /L' = M~\/2nl/L = 2
ein Cuttoff-Fehler von 4 x 107° in jedem Iterationsschritt zugelassen (A = 0).
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6

Abbildung 6.2: Zustandsdichte p(F) fiir kurzreichweitige Potentiale mit A =0
(x : L =10,0: L = 20) und fiir langreichweitige Potentiale mit A = 1¢ (A :
L = 20), sowie A = 20 (+ : L = 10,0 : L = 20), mit ¢ = 10™* nach 2 x 10°
Iterationen. Im Falle kurzer Reichweite wird o(£) perfekt durch F. J. Wegners
Funktion wiedergegeben (durchgezogen), Im Falle langer Reichweite erhdlt man
eine Gaufl-Funktion (gepunktet). Der Fall A = 1( liegt dazwischen (best fit Gauf}
gestrichelt). Der relative Fehler ist in allen Féllen kleiner als 5 x 1072.

Abbildung 7.3), sind bereits stark auf die Aquipotentiallinien konzentriert. Eine Po-
tentialkorrelationslange von A = 2¢ ist, wie in Abschnitt 6.4.1 iiber Long Time Tails
gezeigt wird, ausreichend, um die spezifischen Eigenschaften langreichweitiger Poten-
tiale auch in den Response-Gréflen zu sehen. Der Fall A = 1( liegt, wie die angepafite
Gaufl-Funktion (gestrichelt) verdeutlicht, gerade zwischen Gaufl’ und Wegners Funk-
tion.

Die groBe Prézision der Iterationsmethode erméglicht es, wie Abbildung 6.3 klar zeigt,
zwischen einer Gauf}-Funktion und der nur geringfiigig verschiedenen Funktion von
Wegner zu unterscheiden. Das dargestellte Resultat fiir A = 0 wird nahezu perfekt durch
die exakte Losung (6.15) wiedergegeben (durchgezogene Linie), wahrend die mit Hilfe
eines Least-Squares-Fit angepaBte Gauf-Funktion (gepunktete Linie) an der Spitze
und an den Flanken signifikant von den Datenpunkten abweicht. Diese Genauigkeit ist
mit Hilfe von Diagonalisierungsmethoden!2? nur durch extensive Mittelung tiber grofle
Systeme zu erreichen.
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Abbildung 6.3: Die Zustandsdichte po(F) fiir das kurzreichweitige Potential
(A=0,x:L =10,0: L = 20) wird fast perfekt durch F. J. Wegners Funk-
tion (durchgezogen) wiedergegeben. Zum Unterschied ist eine optimal angepafite
GaufB-Funktion (gepunktet) eigezeichnet.

Die wesentliche Bedeutung der Korrelationen ,entlang® der Diagonalen in den Random-
Matrix-Elementen (Abbildung 6.1) kann dadurch drastisch verdeutlicht werden, daf
man diese einmal versuchsweise abschaltet, sonst aber alles beibehélt (d. h. Zufallszah-
len so verteilt, dafl das gaufische Profil senkrecht zur Diagonalen der Random-Matrix
erhalten bleibt). Das Ergebnis ist die in Abbildung 6.4 dargestellte Zustandsdichte, die
sehr gut durch eine Halbellipse approximiert werden kann und damit im wesentlichen

der SCBA-Zustandsdichte (6.13) entspricht.

Die Zustandsdichte p( E') ist bei einem durch Unordnung getriebenen Metall-Isolator-
Ubergang (Anderson transition) — im Gegensatz zur Situation bei einem korrelations-
induzierten Ubergang (Mott transition) — eine unkritische Grofe.

Die erwartete Skaleninvarianz der Zustandsdichte wird klar aus dem Vergleich von
zwei Systemen verschiedener Grofie ersichtlich (Abbildung 6.2). Im kurzreichweitigen
Potential mit A =0 (x : L = 10,0 : L = 20) und im langreichweitigen Potential mit
A=20(+:L=10,0: L =20) fallen die Datenpunkte fiir verschiedene Systemgrofien
innerhalb eines relativen Fehlers von 5 x 1072 jeweils auf eine Kurve.

Die Besonderheit des LD-Phaseniiberganges liegt nun darin, dafl er nicht an einer
Ein-Teilchen-Green-Funktion (also etwa der Zustandsdichte) sichtbar ist, sondern sich
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Abbildung 6.4: Die Zustandsdichte po( £) fiir ein ,Random-Matrix-Modell* in
dem die Korrelationen abgeschaltet wurden (+: L = 20, e = 5x 107%). p(E) wird
gut durch eine Halbellipse (durchgezogene Linie) approximiert.

erst im Skalenverhalten einer Zwei-Teilchen-Green-Funktion manifestiert. Als solche
werden im nachsten Abschnitt deshalb die statische und die dynamische Leitfadhigkeit
untersucht.

Energien und Frequenzen werden im folgenden immer auf die jeweilige Breite o der
Zustandsdichte, d. h. das 2. Moment der Verteilung von p(F£), normiert. (¢ = 0.1655
fir A = 00, 0 = 0.1195 fiir A = 14, o = 0.7325 fir A = 2{.) Der Wert fir den

Infinitesimalparameter ¢ wird jeweils unnormiert angegeben.
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6.3 Die Leitfahigkeit bei kurzreichweitigen
Potentialen

Numerische Untersuchungen zum Skalenverhalten (mittels Finite-Size-Scaling) beschran-
ken sich bis heute in erster Linie auf die Skalenvariable A;, = ¢/, da die Korrela-
tionslange sehr effizient und genau mit iterativen Verfahren berechnet werden kann
(Transfermatrix-Methode, Green-Funktions-Methode).

Skalenuntersuchungen an den . néchst-komplizierteren® Gréflen, wie der inversen Be-
setzungszahl48-150 und der Thouless-Zahl10: 80 oder multifraktale Analysen der Wellen-
funktionen®st, 136, 151, 152 gind durch die inhdrente Diagonalisierung in den erreichbaren
SystemgroBen stark beschrankt.

Dariiber hinaus ist es aber auch wiinschenswert das kritische Verhalten nicht nur an
,Hilfsgroflen®, sondern an den tatsichlichen experimentellen Observablen, also etwa
der Leitfahigkeit, durchzufiithren. Es wurden zwar Verallgemeinerungen der Green-
Funktions-Iterationsmethode fiir die statische Leittahigkeit o,, und die Hall-Leitfdhig-
keit o, angegeben, aber offensichtlich aufgrund des Aufwandes nie in eine tatséchliche
Berechnung investiert. Die iterative Berechnung der dynamischen Leitfahigkeit o(w)
erfordert gegeniiber der statischen noch einmal etwa den doppelten Aufwand.

Dieser rechtfertigt sich jedoch in einer detailierteren Einsicht in das kritische Skalen-
verhalten am Lokalisierungs-Delokalisierungs-Ubergang als man sie aus der Lokalisie-
rungslange alleine gewinnen kénnte:

Zum einen kénnen dadurch bekannte Eigenschaften bestatigt und in einheitlicher Sicht
beschrieben werden, wie die Hypothese eines universellen Leitfahigkeitsfixpunktes o¢
beim kritischen Filllfaktor (Energie E°), die Divergenz der Lokalisierungsldange an einem
einzigen kritischen Punkt oder das Auftreten des anomalen Diffusionsverhaltens bei
kleinen Frequenzen.

Zum anderen treten neue Eigenschaften zu Tage: Im Skalenverhalten der statischen
Leitfahigkeit o..(F, L) spielt die fraktale Dimension Dy die Rolle eines irrelevanten
Skalenindizes. Man gewinnt Verstandnis iiber den Mechanismus, der zur Unterdriickung
der mesoskopischen Leitwertfluktuationen fiihrt und so die experimentelle Beobachtung
des Skalenverhaltens in Tieftemperaturexperimenten erméglicht.

6.3.1 Das Skalenverhalten der statischen Leitfahigkeit
6.3.1.1 Der kritische Exponent v

Der kritische Exponent der Korrelationslange v konnte von 5. Koch et al.89-93 in einer
experimentellen Finite-Size-Scaling- Analyse an Al,Gaj_,As/GaAs-Heterostrukturen bei
tiefen Temperaturen, T ~ 25mK, direkt gemessen werden. Dabei wurde das Skalenver-
halten der Breite des longitudinalen Widerstands-Peaks R..(B) von gleich proportio-
nierten Hall-Bars verschiedener Breite L bestimmt (Abbildung 6.5, links). Sobald mit
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sinkender Temperatur die inelastische Streulénge L;, die Probengréfle L iiberschritten
hat, wird der Cutoff in der Lokalisierungslange nicht mehr durch I;, sondern durch
die Probengrofie L bestimmt. Die Peak-Breite AB(T') erreicht dann einen durch L
bestimmten Sattigungswert (Abbildung 6.5, rechts).

Der experimentelle Wert fiir den Exponenten, den 5. Koch et al. aus einer Anpassung
an das Potenzgesetz

¢ |B— B (6.17)

erhalten hat, ist v = 2.3 + 0.1 fiir die niedrigsten drei Landau-Niveaus. Er stimmt
bemerkenswert gut mit den vorhergesagten theoretischen Ergebnissen iiberein.
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Abbildung 6.5: Experimentelle Messung89 von v mittels Finite-Size-Scaling an
Hall-Bars der Breite L = 10, 18,32 und 64pum. Links der normierte longitudinale
Widerstand R, und der Hall-Widerstand R, bei 25K. Rechts die Sdttigung der
Halbwertsbreite AB(T') der Peaks, wenn mit sinkender Temperatur die Phasen-
kohdrenzbedingung Li, > L erfiillt wird.

In einer élteren Arbeit, die auf der Verwendung der selbstkonsistenten Bornschen Nahe-
rung basiert, schlug Y. Ono!29:130 vor, dafl die Lokalisierungsldnge exponentiell wie
£ ocexp (E3/(E — E€)?) in der Mitte des niedrigsten Landau-Bandes divergiert. Nume-
rische Simulationen von T. Ando und H. Aoki% 14 hingegen ergaben bereits kritisches
Skalenverhalten mit einem Potenzgesetz bei einer einzigen Energie in der Mitte des
Landau-Bandes. Die noch groben Abschéatzungen ergaben v = 2 und v = 4 fiir das
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nullte bzw. erste Landau-Band und Abweichungen von einparametrigen Skalenverhal-
ten.

B. Huckestein und B. Kramer®? erhielten mit Hilfe der Green-Funktions-Methode fiir
das Skalenverhalten der Lokalisierungslange v = 2.34 +0.04, bzw.72 7 v = 2.35 4+ 0.03
fiir das niedrigste Landau-Niveau. Eine vergleichbare Berechnung von B. Mieck!1?

ergab v = 2.30 £ 0.08.

Diese Resultate stimmen bemerkenswert gut mit dem analytischen Wert v = % von
G. V. Mil'nikov and I. M. Sokolov!22 {iberein, der sich aus Perkolation unter der
Beriicksichtigung von Tunneln in WKB-N&herung ergibt. Ebenso liefern Simulatio-
nen aus Quanten-Perkolations-Modellen von J. T. Chalker und P. D. Coddington37 ,
v = 2.5+ 0.5, bzw. D. H. Lee, Z. Wang und S. Kivelson%  p = 2.4 4+ 0.2 einen

iibereinstimmenden Exponenten.

Die numerischen Fits basierten jedoch auf der bis dato ungepriiften Annahme, daf}
die Lokalisierungslange ¢ bei einem einzigen Punkt im Energiespektrum divergiert. Y.
Huo and R. N. Bhatt™ konnten aber ein Szenarium mit zwei Mobilitdtskanten und
einem endlichen Bereich von ausgedehnten Zustanden ausschlieflen. Sie untersuchten
dazu das Skalenverhalten des ersten Chern-Index der Figenzustandel®, der ein Maf}
fiir die Ausdehnung der Wellenfunktion darstellt, und erhielten ebenfalls v = 2.4 4+0.1.

Die fiir héhere Landau-Bander angegebenen numerischen Werte fiir v sind zur Zeit
noch unzuverlassig. Diese zeigen fiir das erste Landau-Band kein einparametriges Ska-
lenverhalten, wenn die Potentialkorrelationslange kleiner als die magnetische Léange
15t.75, 108,119 Dag heift jedoch nicht, dafl kein universelles Skalenverhalten in héheren
Landau-Bandern vorliegen kénnte. Die betrachteten Systeme sind méoglicherweise zu
klein, um das asymptotische einparametrige Skalenregime zu erreichen. Eine neuere
Analyse™ zeigt, daf es eine weitere Langenskala " gibt, bis zu der einparametriges
Skalenverhalten nicht existiert, wobei £ eine Funktion der Potential-Korrelationslinge
(und der Landau-Quantenzahl) ist. Das fiihrt zu einer Verschiebung des Fixpunktes
A =¢L/L(L — o0) gemih

A=A +a(LYVYAE)? + b Ly ™ 4 ... (6.18)

irr

£ wichst im ersten Landau-Band mit kleiner werdender Potential-Korrelationslinge
bereits so stark an, dafl die Systemgréflen, in denen das einparametrige Regime erwartet
wird, betrachtlich grofler als die heute erreichbaren sind. Diese Beobachtung unterstiitzt
die Vermutung, dafl sowohl v als auch A¢ universell sind.

Im folgenden wird das Skalenverhalten der diagonalen Leitfahigkeit ohne weitere An-
nahmen und durch eine direkte Berechnung mit Hilfe des entwickelten Iterationsvertah-
rens nachgewiesen und unmittelbar mit den experimentellen Frgebnissen verglichen.

Es wurden Systeme mit kurzreichweitigen Impurity-Potentialen, A = 0, der Gréfle L =
10 bis L = 50 und einem adiabatischen Einschaltparameter im Bereich von e = 5x107*
bis € = 2 x 1072 untersucht. Der thermodynamische Limes wird durch die Erhohung
der SystemgroBe L — oo und zuletzt die Verringerung von ¢ — 0% erreicht, um alle
Betrage aus dem Spektrum von H mitzunehmen. Deshalb kann bei einem kleinen, aber
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festen Wert fiir ¢ das Skalenverhalten von o, in Abhéngigkeit von der Systembreite L
untersucht werden.

Die Fermi-Energie wird dabei im Bereich von —2 < E < 2 variiert. Die Energieskala ist
auf die Zustandsdichte (Abbildung 6.2, durchgezogene Linie) geeicht. Es wurde jeweils
iiber zwei Durchlidufe mit mehr als 1.5 x 10® Iterationsschritten bei den beiden kleinsten
Systemen und 10° Iterationsschritten bei den iibrigen Systemen gemittelt.*
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Abbildung 6.6: Die statische Leitfihigkeit o,,(F) in Einheiten von e%/h als
Funktion der Fermi-Energie E. Die Systembreiten sind L = 10(0), L = 15(v/),
L =20(0), L =30(<), L = 40(A). Das Impurity-Potential ist kurzreichwei-
tig (A = 0). In allen Féllen ist ¢ = 107 und N > 10°. Die Datenpunkte im
schattierten Bereich werden in der Berechnung von v benutzt.

In Abbildung 6.6 ist die statische Leitfahigkeit o,,(F) als Funktion des Fermi-Niveaus
E in Einheiten von e?/h aufgetragen. Die statistischen Fehler sind weniger als halb
so grofl wie die zur Markierung der Datenpunkte verwendeten Symbole. Man erkennt
deutlich, daf} der Peak mit wachsender Systemgrofie schméler, aber auch héher wird.
Die Breite des Peaks konnte am genauesten durch das Anpassen einer umgekehrten
Parabel a(0) — (E/AF)* innerhalb eines kleinen Energiebereiches —1 < £ < 1 um den

Scheitel ermittelt werden (schattierter Bereich).

In Abbildung 6.7 ist der Breitenparameter AF gegen die Systembreite L aufgetragen.

*Mit £ ~ 26nm/+/B[T] und B ~ 6T (vgl. Abb. 1.1) erhilt man ¢ ~ 100 A, d. h. die untersuchten

Systeme entsprechen Proben mit der Ausdehnung L, ~ 0.5um und L, =~ 10mm.
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Abbildung 6.7: Doppelt logarithmische Auftragung der Breite AFE des oy,
Peaks als Funktion der Systembreite L fiir Potentiale mit kurzer Reichweite
(A =0). Die Gerade mit dem optimierten Exponenten v = 2.37 £ 0.05 ist gestri-
chelt eingezeichnet.

Die Daten sind bei Systembreiten gréfer als L = 15 vertraglich mit ein-parametrigem
Skalenverhalten. Da die Peak-Breite eine statistisch sehr gutartige Groéfle darstellt,
erhdlt man eine sehr genaue Abschatzung des Exponenten v = 2.37 £+ 0.05 mittels
einer einfachen linearen Regression.

In Abbildung 6.8 ist der Peak-Wert von o,,(0) bei halbem Filllfaktor £ = E° fiir drei
Werte von ¢ =2 x 1072, ¢ = 1072, und ¢ = 5 x 107* gezeigt. Die Systembreite variiert
im Bereich L = 10 bis 50.

Bei kleiner werdendem e ndhert sich die Leitfahigkeit erst bei immer groBeren Systemen
dem Fixpunktwert o¢, = €?/2h. Mit ¢ = 1072 und L bis 40 ist man bereits relativ nahe
am kritischen Wert, so dafl man gutes Skalenverhalten in der Breite AF erwarten kann.

6.3.1.2 Der kritische Exponent 7’

Wie man in Abbildung 6.6 sieht, nimmt die Peak-H6he mit wachsender Systemgrofie
zu und néhert sich dem vermuteten universellen Fixpunkt ¢ = e?/2h.

Es soll nun ein Zusammenhang zwischen der verallgemeinerten fraktalen Dimension D,
der Wellenfunktion und der Skaleneigenschaft des Maximums des o,,-Peaks hergestellt
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Abbildung 6.8: Das Maximum der statischen Leitfihigkeit o,, fir ¢ = 2 X
1073,(0), e = 1 x 107%,(0), e = 5 x 107*,(<) bei Systemen der Breite L = 10
bis 50.

werden.

Betrachtet man die Gleichung (5.34), zeigt sich, daB die inverse Besetzungszahl P()(E)
proportional zur spektralen Komponente p(F£) der Riickkehrwahrscheinlichkeit zu 7
ist. F. Wegner’s kritischer Exponent fiir

PI(E) x (E - E°)™ (6.19)
héngt mit der verallgemeinerten fraktalen Dimension geméf (5.29) iiber
T = I/D2 (620)
zusammen. Damit verschwindet die Riickkehrwahrscheinlichkeit bei der kritischen Ener-
gie wie
p(&) oc €712 (6.21)
Im kritischen Regime werden Langen- und Zeitskalen durch den dynamischen kritischen

Exponenten verkniipft, £* = 7. Die Riickkehrwahrscheinlichkeit p(7) zur Zeit 7 skaliert
also mit

p(r) = rD2/2 (6.22)

Diese Relation folgt auch direkt aus (6.34) und wurde von B. Huckestein und L.
Schweitzer™ erst kiirzlich numerisch iiberpriift: Die Zeitentwicklung von Wellenpa-
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keten, die aus Zustanden in der Nihe des LD-Ubergangs aufgebaut wurden, ergibt mit
z = 2 einen Wert von Dy = 1.63 £ 0.03.

Die Transportkoeffizienten des linear response konnen mit der streutheoretischen For-
mulierung verkniipft werden?? . Das ist nicht iiberraschend, da das asymptotische Ver-
halten der Green-Funktionen mit den Amplituden der Streuzustande zusammenhéngen.
Dennoch konnte dieser Zusammenhang fiir beliebige Mefigeometrie, beliebige Impurity-
Konfiguration und unter Beriicksichtigung eines &ufleren Magnetfeldes erst 1989 explizit
gezeigt werden?! . Der Reflektionskoeffizient R ist proportional zum Betragsquadrat der
Green-Funktion, wobei beide Argumente ro — oo im einfallenden Kanal zu nehmen
sind. Deswegen wird das Skalenverhalten des mittleren Reflexionskoeffizienten R durch
das Potenzverhalten (6.21) der Riickkehrwahrscheinlichkeit

R o P2 (6.23)

bestimmt. Driickt man nun die Leittdhigkeit mittels der Landauer-Biittiker-Formel fiir
eine 2-Punkt-Messung mit idealen Zuleitungen aus, erhdlt man

2

a:%ﬂ R=1-T, (6.24)
wobei T' = Tr{t*t} und #¢,, die Matrix der Transmissionskoeflizienten ist. Daraus

schlieflen wir, dafl die Abweichung der Leittdhigkeit von ithrem Fixpunktwert aus einer
Finite-Size-Scaling-Analyse gewonnen werden kann:

Aoy, = (00 — 01) X =P, (6.25)

Abbildung 6.9 zeigt die doppelt logarithmische Auftragung der Abweichung Aoy, vom
kritischen Wert der Leitfdhigkeit fiir verschiedene Systemgrofien und Werte von e.
Wegen des endlichen Wertes von ¢ ist der kritische Wert systematisch um einen kleinen,
aber nicht zu vernachlassigenden Betrag verschoben. Deswegen wurde 5’ simultan mit
0.:(E°, ) in einem Least-Squares-Fit angepafBt. Es wurden dazu jeweils die fiinf groBten
Systeme fiir ¢ = 2x1072 und ¢ = 1x1072, bzw. die vier groBten Systeme fiir ¢ = 5x10~*
verwendet. Mit ¢ = 2x 107 erhilt man den Fixpunktwert o¢, = 0.553, bei e = 1 x107?
ist 05, = 0.535, und bei ¢ = 5 x 107* ist 02, = 0.516, wobei man den gemeinsamen
Exponenten ' = 1.63+0.03 erhélt. Der mit (5.37) resultierende Wert fiir n = 0.3740.03
ist konsistent mit J. T. Chalkers fritherem Ergebnis.

6.3.1.3 Der Leitfahigkeitsfixpunkt

Es ist deutlich zu sehen, dal man sich dem universellen Wert der Leitfahigkeit o =
e?/2h mit kleiner werdendem ¢ nahert. Die Abschitzung fiir den kleinsten Wert fiir ¢
ist nur noch 4 % vom Fixpunkt entfernt. Man beobachtet, dafl mit kleiner werdendem
¢ der Bereich in dem Scaling zu sehen ist, zu immer groBeren Systemen verschoben
wird.
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Abbildung 6.9: Das Skalenverhalten des Abstandes Aol (E£¢) vom universellen
Wert of, der Leitfahigkeit bei kurzreichweitigen Potentialen (A = 0) fiir Systeme
der Gréfie I = 10 bis 50. Mit ¢ = 2 x 1073, (o) ist 0%, = 0.553, mit ¢ = 1 x
1073, (0) ist oS, = 0.535, und mit ¢ = 5x 107*, (<) erhilt man o, = 0.516. Der
gemeinsame Exponent ist Dy = 1.63 4 0.03 (gestrichelt).

Die Resultate der vorangegangenen beiden Abschnitte kénnen nun in einer Skalenrela-
tion zusammengefafit werden. Fiir die statische Leitfahigkeit in der N&he des

Leitfahigkeitsfixpunktes

of, = (0.5£0.02)e*/h

gilt die Skalenrelation
Oon( B, L) = 05, — ay(L¥(E — E))* — ay L™ + -+ (6.26)
mit den kritischen Exponenten

n'=D;=1.63+0.03 und v =2.3740.05

6.3.1.4 Das Fehlen mesoskopischer Leitwertfluktuationen

Ein wichtiger Punkt, der an dieser Stelle noch diskutiert werden muf, betrifft das von
A. M. M. Pruisken®% 141 aufgewortene Problem der fehlenden mesoskopischen Leitwert-
fluktuationen (MCF) in den zitierten Tieftemperatur-Experimenten von S. Koch:
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Nur wenn die Voraussetzung erfiillt ist, daf} die inelastische Streuldnge L;, groBer als
die Probenbreite L ist, wird der Cutoff in der Lokalisierungslange ¢ durch L bestimmt.
Nur dann ist es moglich mittels Finite-Size-Scaling den kritischen Exponenten v zu
bestimmen. Andererseits sollten gerade unter dieser Bedingung starke Leitwertfluk-
tuationen aufgrund der Phasenkohédrenz tiber die gesammte Probe auftreten. Da diese
jedoch nicht beobachtet wurden, ist es zweifelhaft ob die Bedingung L, > L erfiillt
und damit die Bestimmung eines Exponenten tiberhaupt moglich war.

Die dargestellten Resultate sprechen deutlich dafiir, daf trotz, oder genauer wegen der
Abwesenheit der MCFs, das Skalenverhalten in der Kubo-Leitfahigkeit prazise nachge-
wiesen werden kann:

Der Mechanismus der Unterdriickung der MCF's ist in dem endlichen Wert des adiaba-
tischen Einschaltparameters ¢ zu suchen. Die dadurch eingefiithrte Niveauverbreiterung
fiihrt zu einer Mittelung iiber die Phase in einem schmalen Energiebereich ¢ um die
kritische Energie. Da bei gentigend kleinem ¢ die energetisch benachbarten Zustdnde
vergleichbar in Struktur und Ausdehnung sind, wird der kritische Exponent v nicht
beeinflufit. Mit der Energie ¢ ist eine Phasenmittelungszeit

Tph = ﬁ/@ (627)
verkniipft, beziehungsweise iiber die Diffusionskonstante D eine charakteristische Lange
Lﬁh = D7 (6.28)

iiber die sich die Phasen, um es im ., Perkolationsbild “ auszudriicken, von energetisch
benachbarten Trajektorien im Energieintervall ¢ ausmitteln. Die durch e eingefiihrte
Niveauverbreiterung der Eigenenergien entspricht einem Imaginarteil der Frequenz.
Dieser ist in der Wirkung dhnlich einer Temperatur und fiithrt daher zu einer Mittelung
der Beitrdge in einem Energiebereich ¢ ~ kgT' um die Fermi-Kante. Gilt nun fiir die
thermische Diffusionsléange
hD

th ph(€ p1) Il ( )

die Bedingung
Lin>L > Ly , (630)

dann verschwinden aufgrund der Phasenmittelung die MCFs und erlauben die ,un-
gestorte” Beobachtung des kritischen Skalenverhaltens.

Da die numerische Analyse des LD-Uberganges nun ebenfalls zeigt, daf Skalenverhal-
ten ohne MCFs beobachtbar ist, kann an den experimentellen Resultaten nicht mehr
gezweifelt werden.

Es ist deshalb auch anzunehmen, daf} fiir den Exponenten n” = Dy ein direkter experi-
menteller Nachweis in einem vergleichbaren Finite-Size-Scaling-Experiment bei tiefen
Temperaturen moglich ist. Damit wéare eine direkte Bestimmung der Korrelationsdi-
mension und ein Nachweis der anomalen Diffusion beim Quanten-Hall-Effekt greifbar*.

*Eine Moglichkeit 7 iiber den Einflu der multifraktalen Struktur der Wellenfunktion auf inelasti-
sche Prozesse zu bestimmen wurde von T. Brandes, L. Schweitzer und B. Kramer?* vorgeschlagen.
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6.3.2 Das Skalenverhalten der dynamischen Leitfihigkeit
6.3.2.1 Anomale Diffusion

J. T. Chalker und Mitarbeiter36-40 haben gezeigt, dafl die Wellenfunktionen bei Quanten-
Hall-Bedingungen anomales Diffusionsverhalten am LD-Phaseniibergang aufweisen.
Der ensemble-gemittelte Dichte-Korrelator

S(r,r'; E,w) = (v|6(E + hw/2 — H)|e") (v |6(E — hw/2 — H)|r) (6.31)
skaliert bei gauflscher weifler Unordnung wie
S(r, vy E,0) o< |[r — 2|77 (6.32)

Insbesondere kann im hydrodynamischen Regime die Wellenvektor- und Frequenz-
abhéngigkeit der Spektralfunktion

S(g; F,w) = /d2r T US(r,0; B, 0) (6.33)

mit Hilfe der Diffusionskonstanten parametrisiert werden:

o(F)  D(q,w)q?

Slgw) = Th Ww? 4+ [D(%w)qz]z

(6.34)

Ublicherweise, d. h. bei ,normaler* Diffusion, ist die Diffusionskonstante D = const.

Aus einer einfachen Annahme {iber die Homogenitat der Dichte-Korrelationsfunktion
unter einer kombinierten Energie- und Langenskalentransformation folgt38 fiir die all-
gemeine Form der von w und ¢ abhangige Diffusionsfunktion

w

n/2
Dig,w) = Dy [CQ(E)Q_z] , ¢*Jw > heo(E) (6.35)
Dy, q*/w < heo(E)

Diese Form wurde durch numerische Untersuchungen, die auf einer exakten Diagona-
lisierung beruhen, bestatigt3® . Das System zeigt also einen Crossover von einem diffu-
siven Regime, das durch eine Diffusionskonstante Dy bestimmt wird, zu einem Regime
in dem die Diffusionsfunktion in nicht-trivialer Weise vom Verhéltnis ¢?/w abhéngt.
Fiir Elektronen im untersten Landau-Band, die sich in einem gaufischen weiflen Zu-
fallspotential bewegen, erhalten die Autoren ¢ &~ 60 und den kritischen Exponenten

n = 0.38 £ 0.04.

Erste Hinweise auf anomales Diffusionsverhalten wurden von F. J. Wegner!64 gegeben.
Mit Hilfe von Renormierungsgruppen-Argumenten fand er fiir die Dichtekorrelations-
funktion beim orthogonalen Ensemble Skalenverhalten der Form S(q,w) oc (wr?)~7/2,
Das anomale Diffusionsverhalten kann durch die Zeitentwicklung von Wellenpaketen
veranschaulicht werden. Ein Wellenpaket, das aus den multifraktalen Zustanden in der
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Abbildung 6.10: Doppelt-logarithmische Auftragung der dynamischen
Leitfahigkeit 0, (w) bei kurzreichweitigen Potentialen (A = 0) und Systemen der
Breite L = 15, ¢ = 1074,8 = —0.0560(0), L = 20, ¢ = 5 x 1075,6 = —0.0520(0),
L=20,e=107%6 = —-0.0132(A)und L =30, =2 x 107%,8§ = —0.0460(<).

Nihe des LD-Uberganges aufgebaut ist, zeigt bei groBen Zeiten ¢ eine erhdhte Wahr-
scheinlichkeit p(t) oc t7P2/2 o ¢7'7/2 am Ausgangspunkt zu bleiben, wihrend die
Varianz weiterhin das konventionelle Verhalten (R?)(¢) o t aufweist™ . Das Wellenpa-
ket dndert also im Laufe der Zeit seine Form, erreicht jedoch nie die asymptotische
gaulsche Form der Losungen der Diffusionsgleichung39 .

In Abbildung 6.10 sind die Resultate aus der Berechnung der dynamischen Leitfédhig-
keit fiir kurzreichweitige Potentiale iiber einen weiten Frequenzbereich dargestellt.
0rz(w, €, L) wurde in drei Systemen verschiedener Breite berechnet:

Fir L = 15 mit ¢ = 107*, L = 20 mit ¢ = 107 und 5 x 107°, und fiir L = 30 mit
£ =2 x 1075, Die Frequenz wurde im Bereich 3 x 107™° < hw < 0.01 variiert.

Im Bereich kleiner Frequenzen w — 0 zeigt die Leitfdhigkeit Skalenverhalten mit einer
Potenz w"". (Man vergleiche auch mit der Diskussion in Abschnitt 6.4.2.1, insbesondere
mit der ersten Figur.)

Die Abschétzung des Exponenten n” kann verbessert werden, wenn man ausniitzt, dafl
fiir kleine Frequenzen w — 0 ein endlicher Wert des Einschaltparameters ¢ einen klei-
nen, im wesentlichen konstanten Beitrag ¢ zum Realteil der dynamischen Leitfahigkeit
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liefert — die funktionale Form von o(w — 0) wird nicht mehr merklich beeinflufit.
Eliminiert man diesen Effekt, indem man den Offset ¢ subtrahiert, erhdlt man eine
sehr genaue Approximation fiir das Skalenverhalten bei kleinen Frequenzen. Diese Vor-
gehensweise wurde bereits im Abschnitt 4, beim Niederfrequenzverhalten der dynami-
schen Leittédhigkeit im eindimensionalen Anderson-Modell, gezeigt.
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Abbildung 6.11: log 0, (wL?) gegen logwlL? bei kurzreichweitigen Potentialen
(A = 0) und Systemen der Breite L = 15, ¢ = 107%(0), L = 20, ¢ = 5 x 1075(0),
L =20,e =107%(A), und L = 30,¢ = 2 x 107°(<). Alle Datenpunkte fallen
auf eine Kurve. Die gestrichelte Linie zeigt das angepafite Potenzgesetz mit dem
Exponenten 2 — n/2 = 1.81 £+ 0.05. Fiir den kritischen Wert ¢f, erhélt man
(0.50 & 0.02) ¢2/h.

Zum einen kann man das Potenzgesetz simultan mit dem Offset anpassen, zum anderen
kann man den berechneten endlichen Wert von o,,(0) subtrahieren. Die erste Methode
erwies sich als etwas genauer, da sie nicht von der Ungenauigkeit eines einzelnen Da-
tenpunktes bei w = 0 abhéngt. Die Resultate fiir die adjustierten Werte von o, (w, L)
sind in Abbildung 6.10 dargestellt. Tragt man die dynamische Leitfdhigkeit als Funk-
tion von wl? auf, Abbildung 6.11, kann man die Kurven zur Deckung bringen. Die
Datenpunkte fallen auf eine universelle Kurve tiber einen Bereich von vier Gréflenord-
nungen in wl? mit einem dynamischen Exponenten z = 2.00 & 0.05. Die Anpassung
eines Potenzgesetzes fiir alle Datenpunkte in Abbildung 6.11 mit wlL? < 2 x 107! ergibt
den Exponenten n” = 1.81 4+ 0.05 (gestrichelte Linien).
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Aus der allgemeinen Beziehung zwischen der Spektraldarstellung der Dichte-Dichte-
Korrelationsfunktion S(g,w) und dem Imaginérteil der Strom-Strom-Korrelationsfunk-

tion (2.9)

2

w
(I)”(qvw) = q_QS(q7w) (636)
erhédlt man im Limes w — 0 den Zusammenhang zwischen den Exponenten

"' =2-n/2 (6.37)

Damit ist 7 = 0.38 4+ 0.10 in Ubereinstimmung mit J.T. Chalkers fritheren Ergebnis-
sen aus Berechnungen der Dichtekorrelationsfunktion und dem im vorigen Abschnitt
diskutierten Skalenverhalten der statischen Leitfahigkeit.

6.3.2.2 Der Leitfahigkeitsfixpunkt

Um die kritische Leitfihigkeit zu bestimmen, wurden alle Datenpunkte mit wl? > 2
in einem Fit benutzt (Abbildung 6.11, gestrichelte Linie). Es ergibt sich damit fiir ein
kurzreichweitiges Potential in der Mitte des niedrigsten Landau-Bandes der

kritische Leitfahigkeitsfixpunkt

62

o = (0.50 £0.02) -

(6.38)
Dieser Wert stimmt sehr gut mit dem vorgeschlagenen universellen Wert8¢ von of =
e?/2h iiberein und bestitigt den im vorigen Abschnitt aus dem Skalenverhalten der
statischen Leitfahigkeit gefundenen Wert.
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6.4 Die Leitfahigkeit bei langreichweitigen
Potentialen

6.4.1 Semiklassische Theorie der Long-Time-Tails

Im Hochfeld-Limes B — oo wird das Impurity-Potential glatt auf der Skala der ma-
gnetischen Lange (. Die Elektronen bewegen sich dann entlang der Aquipotentialli-
nien. Man kann zeigen, daf der LD-Ubergang, der fiir das Auftreten der Hall-Plateaus
bendtigt wird, auf einen Perkolationsiibergang von offenen zu geschlossenen Aquipo-
tentiallinien abgebildet werden kann'58. Auch die Frequenzabhéngigkeit der diago-
nalen Leitfihigkeit in den Plateaus wurde mit dem Modell klassischer Trajektorien
beschrieben®3 .

Die Lokalisierungslange ¢ divergiert beim kritischen Fiilltaktor mit dem Exponenten
4

Vel = 3 und die fraktale Dimension der perkolierenden Hoéhenlinie ist durch den kriti-
schen Exponenten der externen Hiille des Perkolations-Clusters
7
dhzl/y—l—lzz (6.39)

gegebenT6, 144, 145, 162

Die Frequenzabhingigkeit der diagonalen Leitfahigkeit o,,(w) bei halb gefiilltem Lan-
dau-Band wurde kiirzlich von F. Evers?> im Rahmen eines semiklassischen Modells
untersucht. Die Bezeichnung . semiklassisch® rithrt daher, dafl die Zahl der Zustidnde
o( E') auf einer Hohenlinie nahe der kritischen Energie durch ein semiklassisches Argu-
ment bestimmt wird. Als ein wesentliches Resultat erhédlt man einen endlichen Wert
fiir die statische Leittdhigkeit. s wird gezeigt, dal im thermodynamischen Limes die
Betrige der geschlossenen Aquipotentiallinien wichtig sind und letztendlich fiir den
endlichen Wert bei w = 0 sorgen.

Bei offenen Hohenlinien zerfillt die Geschwindigkeitskorrelationsfunktion
O(1) = (v (t)v,(0)) (6.40)

mit einem Potenzgesetz

1
O(t) ot mit §=2/d, — 1= - (6.41)

zeigt also ein Long-Time-Tail (numerisch 6 = 0.14 4+ 0.005). Dem entspricht im Fre-
quenzraum im Limes w — 0 eine Divergenz

P(w) x w?. (6.42)

Dies folgt einfach aus dem Zusammenhang zwischen der absoluten Distanz R und der
Weglange [, die ein Teilchen auf einer Aquipotentiallinie zuriicklegt,

R o [ (6.43)
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und dem Zeitintegral der Korrelationsfunktion
¢
R? ot / dt’ o(t"), (6.44)
0

wenn man annimmt, da} bei der kritischen Energie die Wegldnge [ im wesentlichen
proportional zur Zeit ¢ ist — das Teilchen also eine nicht-verschwindende mittlere Ge-
schwindigkeit besitzt, wenn man sich mit der Energie der Perkolationsschwelle ndhert
(auch dies wurde numerisch tiberpriift).

0.5 k. 1

o, (0) [e°/h]

0.0 :
0.00 0.05 0.10 0.15

()

Abbildung 6.12: Die dynamische Leitfihigkeit aus ®'(w) im semiklassischen
Modell*> . Die Frequenz ist auf die Breite I' der Zustandsdichte bei d = 2¢ nor-
miert, siehe (6.12). Die dargestellten, neueren Prézisionsdaten wurden freundli-
cherweise von F. Evers zur Verfiigung gestellt.

Im unendlich grolen System ist der Beitrag der unendlich ausgedehnten Zustinde zu
®(w) bei w = 0 singulér, aber deren Dichte ist verschwindend gering. Beriicksichtigt
man hingegen die Beitrdge der endlichen Zustdnde mit ihrem entsprechenden Gewicht,
erhédlt man im thermodynamischen Limes einen endlichen Wert. Dieser ist verbliiffen-
derweise o< = (0.50 £ 0.03) €?/h, wie die numerische Simulation ergibt. Das semiklas-
sische Modell weist also den selben universellen kritischen Wert wie das vollsténdige,
quantenmechanische Problem auf!

Ein weiterer signifikanter Einflu der Beitrige der geschlossenen Aquipotentiallinien
zeigt sich im Frequenzverhalten (Abbildung 6.12). Bei endlichen, aber kleinen Frequen-
zen w, ergibt die numerische Simulation der Geschwindigkeitskorrelation eine deutliche



64 6.4. Die Leitfihigkeit bei langreichweitigen Potentialen
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Abbildung 6.13: Dynamische Leitfihigkeit im niedrigsten Landau-Niveau (N =
0) bei langreichweitigen Streuern (d = 2() nach T. Ando®. Die Frequenz ist auf
die Breite I'y des 0. Landau-Niveaus normiert. Der mittlere Abstand der Streuer
betrdgt einen Larmorradius (¢; = 1). Der hochstliegenden, gestrichelten Kurve
entspricht bei der Frequenz w = 0 ein Wert von 0,,(0) = €?/7h ~ 0.318 ¢*/h

Abweichung vom konventionellen Drude-Verhalten. ®'(w) zeigt ein Potenzverhalten der
Form

' (w) = '(0) — e, (6.45)

mit 6’ &~ —1 (Abbildung 6.12). (gestrichene Symbole kennzeichnen {iber alle Hohenli-
nien gemittelte Grofen.) Als Funktion der Zeit ergibt dies die Korrelationsfunktion

(1) o 1771 (6.46)

Der beobachtete Wert von 6’ = —1 wiirde sogar eine Spitze, d. h. nicht-analytisches
Verhalten, bei w = 0 bedeuten. Die Geschwindigkeitskorrelation weist also in der Zeit
ein Long-Time-Tail mit t=2 auf!

Eine Andeutung diese Verhaltens, zumindest im Fall langreichweitiger Streuer, ist
moglicherweise bereits in den (auf Diagonalisierung basierenden) numerischen Simu-
lationen von T. Ando®, sichtbar: In Abbildung 6.13 ist die dynamische Leitfahigkeit
im niedrigsten Landau-Niveau fiir zufallsverteilte, gaufiférmige Impurities der Breite
d = 2( als Funktion der Frequenz dargestellt. Bei halbem Fillfaktor fallt o,,(w) von
0z = 0.5€*/h in etwa linear ab (wenn man den ersten Datenpunkt ganz oben verwirft)
und geht dann in einen exponentiellen Abfall iiber.
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P. Kratzer?® konnte eine solche Abweichung vom Drude-Verhalten auch bei einer zeit-
abhdngigen Simulation mit Hilfe von quantenmechanischen Wellenpaketen beobachten.
Systematische Probleme fithren allerdings zu einer kritischen Leitfahigkeit, die bei ei-
ner Reichweite von d = 1...4¢ im Bereich o¢ = 0.098...0.22¢*/h liegt, also nur
etwa 40 % des universellen Wertes betrigt?” . Dennoch erhdlt man einen Hinweis auf
potenzférmigen Zerfall der Geschwindigkeitskorrelationsfunktion mit der Abschétzung

&~ —1.3.

Im folgenden soll nun definitiv gezeigt werden, daf} der lineare Abfall in o, (w) fiir
kleine Frequenzen aus dem semiklassischen Modell gegeniiber quantenmechanischen
Korrekturen stabil ist, d. h. im Falle langreichweitiger Potentiale (A = 2{) in einer fre-
quanzabhédngigen Rechnung wiedergefunden wird. Ein direkter Vergleich zwischen dem
semiklassischen und dem quantenmechanischen Verhalten kann vorgenommen werden.

6.4.2 Resultate der quantenmechanischen Rechnung

6.4.2.1 Long Time Tails

Das Verhalten der dynamischen Leitfahigkeit o, (w) hangt oberhalb einer typischen
Frequenz wy, nicht mehr von der Systemgrofie L ab (vgl. Abbildung 6.10). Mit wachsen-
dem L wird wy, kleiner — im thermodynamischen Limes schlieft sich das Leitfadhigkeits-
Gap (bis auf moglicherweise einen singularen Punkt bei w = 0).

Die nebenstehende Skizze verdeutlicht den Ein-

//’7@,9 " fluf der Systemgréfle aut die dynamischen Leit-
L fahigkeit o,,(w, L). Bei zu kleinen Systemen
e 5 “‘,/L2<L3 kann das Niederfrequenzverhalten im thermo-
_BL ' L L dynamischen Limes noch nicht beobachtet wer-
\gﬁ T den, da aufgrund des Skalenverhaltens mit dem

Potenzgesetz (wL?)"" das Leitfihigkeits-Gap
noch zu breit ist (vgl. auch mit den eindimen-
sionalen Modellrechnungen in Kapitel 4). In
den numerischen Rechnungen erwiesen sich Sys-

Q) tembreiten von L. = 30 als ausreichend, um das
Frequenzverhalten von o(w) bis zu gentigend tiefen Frequenzen verfolgen zu konnen,

bis das Potenzgesetz (6.45) eindeutig nachweisbar war.

Um das systematische Verhalten von o,,(w) mit dem Infinitesimalparameter &, ins-
besondere einen eventuellen Einflu auf das Potenzverhalten (6.45) zu untersuchen,
wurde die Rechnung fiir zwei Werte ¢ = 1 x 107 und ¢ = 1 x 107 durchgefiihrt. Im
ersten Fall wurden zwischen N = 1.5 x 10° und N = 2 x 10° Iterationsschritte pro
Frequenzpunkt durchgefithrt. Im Falle des letzteren, bereits extrem kleinen Wertes von
e wurden bis zu N = 5 x 10° Iterationsschritte durchgefithrt und iiber jeweils 3 bis
5 Systeme gemittelt, um genauere Aussagen iiber den statistischen Fehler treffen zu
kénnen.



66 6.4. Die Leitfihigkeit bei langreichweitigen Potentialen

0.5

o
~
T
0
e
&0
/ /
/
1

=

“g 0.3 | +? :
g }%
5 0.2 2 R

01 P ]

o.o{ ' | | |
000 005 010 015 0.20

()

Abbildung 6.14: 0,,(w) bei langreichweitigem Impurity-Potential (A = 2() und
Systembreite I = 30 mit ¢ = 1 x 1075 (o) und ¢ = 1 x 107* (o). Der lineare
Abfall mit der Frequenz vom Fixpunkt aus, ist gestrichelt angedeutet.

Die dynamische Leitfahigkeit zeigt, wie in Abbildung 6.14 zu erkennen ist, zwei scharf
getrennte Bereiche:

o Bei kleinen Freqenzen zeigt sich das Regime der anomalen Diffusion, das in Ab-
schnitt 6.3.2 fiir den Fall A = 0 bereits diskutiert wurde. Hier macht sich der
Einflul der endlichen Systemgrofie bemerkbar und o, (w, L) zeigt Skalenverhal-
ten in wL?. Dieser Bereich wird im nichsten Abschnitt 6.4.2.3 untersucht.

o An das ,Leittdhigkeits-Gap® schliefit sich ein, durch einen relativ klar definierten
Ubergang getrennter Bereich an, der im folgenden als semiklassisches Regime
bezeichnet werden soll. Dieser ist gekennzeichnet durch einen linearen Abfall der
frequenzabhéngigen Leitfahigkeit gemaf (6.45) mit ¢’ ~ —1.

Wie in Abbildung 6.15 deutlich zu sehen ist, kénnen die Datenpunkte fiir ¢ = 1 x 1074
mit den Datenpunkten bei ¢ = 1 x 107* durch eine konstante Verschiebung Ao =
—0.025 €% /h zur Deckung gebracht werden. Das heifit, der EinfluB von & auf das Po-
tenzverhalten in w ist im Bereich dieser sehr kleinen Infinitesimalparameter bereits ver-
nachlassigbar. Ahnlich wie im Abschnitt 6.3.2 verursacht ein sehr kleiner Infinitesimal-
parameter im wesentlichen nur noch einen konstanten Offset Ao in der Leitfahigkeit.
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Abbildung 6.15: 0,,(w) bei langreichweitigem Impurity-Potential (A = 2() und
Systembreite I, = 30 mit ¢ = 1 x 1075 (). Die Datenpunkte (o) fiir ¢ = 1 x
10~* kénnen durch einen konstante Verschiebung Ao ~ —0.025 ¢/h mit () zur
Deckung gebracht werden.

Bei dem grofieren Wert von ¢ ist eine starkere Abrundung der Kante zu beobachten,
die den anomalen Bereich vom semiklassischen Bereich trennt. Dieser Effekt ist darin
begriindet, daBl bei endlichem e eine charakteristische Zeit 7 = h/e eingefithrt wird. Das
damit verbundene zusétzliche exponentielle Zerfallsgesetz exp (—t/7) ) fiihrt zu einem
Drude-artigen Verhalten bei kleinen Frequenzen. Da einem kleinen, endlichen Wert von
¢ im wesentlichen eine Aufweichung der Fermi-Kante durch eine nichtverschwindende
Temperatur entspricht, fiihren auch endliche Temperaturen zu einem Drude-Verhalten.

Der beobachtete lineare Abfall von o,,(w) vom kritischen Wert im vollstindigen quan-
tenmechanischen Modell impliziert, daf} diese signifikante Abweichung vom konventio-
nellen Drude-Verhalten auch experimentell nachweisbar sein sollte: Nimmt man bei
einem langreichweitigen Impurity-Potential eine Varianz von I' &~ 107 hw, an, liegt
lineares Verhalten in der dynamischen Leitfihigkeit etwa bis zu einer Frequenz von
w & 107%w. vor. Bei einer Zyklotronfrequenz von w. = 10" Hz (Heterostruktur,
B = 6T, m* = 0.067m,, cqies = 12.9) sollte eine deutliche Abweichung vom kon-
ventionellen Drude-Verhalten im Frequenzbereich von MHz bis GHz nachweisbar sein.
Da sowohl inelastische Streuung, charakterisiert durch einen Zerfall von Korrelationen
mit exp (—t/7n), als auch die Aufweichung der Fermi-Kante zu einem Drude-artigen
Verhalten fithren wiirde, sollten Tieftemperaturexperimente im mK-Bereich geeignet
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sein, die Existenz von Long-Time-Tails nachzuweisen. Dabei ist zu beriicksichtigen, daf}
in diesem Modell Wechselwirkungseffekte zwischen den Elektronen vernachlassigt wur-
den. Die Energien von kollektiven Anregungen liegen typischerweise ebenfalls in diesem
Frequenztenster, so dafl diese der Niederfrequenz-Anomalie iiberlagert sein kénnten.
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Abbildung 6.16: 0,,(w) in Abhingigkeit von der Potentialreichweite. Darge-
stellt ist A = 1€ (A) und A = 2( (o) fiir Systeme der Breite I = 30 mit
e=1x107% sowie fiir A =2(,e =1x 1075, L = 30 (o)

Der Vergleich von Systemen mit Potentialen unterschiedlicher Reichweite (Abbildung
6.16) mit A = 14, (A) und A = 2(, (o) zeigt, dafl mit wachsender Reichweite der Abfall
von 0., (w) etwas steiler wird. Bei der Reichweite A = 0 lauft, wie im vorigen Abschnitt
6.3.2 festgestellt wurde, 0,,(w) anndhernd waagrecht ein (Abbildung 6.11).

Langere Potentialreichweiten als A ~ 2{ sprengen allerdings, im Rahmen dieser Me-
thode, momentan jeden verniinftigen Rahmen an verfiigharen Rechenzeiten.

Abbildung 6.17 zeigt den direkten Vergleich mit den Resultaten aus dem semiklassi-
schen Modell. Dazu wurde die Frequenzskala aus dem semiklassischen Modell auf die
Breite der semiklassischen Zustandsdichte normiert45 .

Da im semiklassischen Modell der Effekt der quantenmechanischen Phasen vollstdandig
fehlt, ist es nicht zu erwarten, dafl die Kurven fiir die frequenzabhéngigen Leitfahig-
keiten aufeinanderfallen. Im Chalkerschen Netzwerkmodell37 106 zum Beispiel wird der
Weg zwischen zwei Sattelpunkten im Random-Potential durch die zuféllig ausgewtirtel-
ten Phasen simuliert. LAngen- und Zeitskalen sind also mit der Phase verkniipft, die die
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Abbildung 6.17: 0,,(w) bei langreichweitigem Impurity-Potential (A = 2() und
einer Systembreite von I = 30 und ¢ = 1 x 107° (o). Der lineare Abfall mit der
Frequenz, vom Fixpunkt o, = (0.50 + 0.02)e?/h aus, ist gestrichelt angedeutet.
Zum Vergleich ist das Resultat aus dem semiklassischen Modell (x) eingezeichnet.

Wellenfunktion entlang des Weges zwischen den Sattelpunkten ,aufsammelt®. Durch
die Einbeziehung der Phase sollte deshalb die Zeit- bzw. Frequenzskala des semiklassi-
schen Modells renormiert werden. Das berechtigt dazu, die Kurven durch Umskalieren
der Frequenzachse zum Vergleich einfach aufeinander zu schieben. Das Resultat ist in
Abbildung 6.18 dargestellt und zeigt eine hervorragende Ubereinstimmung im Bereich
von kleinen Frequenzen.

6.4.2.2 Der universelle Leitfahigkeitsfixpunkt

Wie der Abbildung 6.15 entnommen werden kann, erhdlt man zusammen mit dem
Potenzverhalten einen genauen Wert fiir die kritische Leitfédhigkeit. Die Extrapolation
des linearen Verhaltens auf w = 0 ergibt bei den Daten fiir ¢ = 1 x 107 einen Regres-
sionswert von o¢_ = (0.5040.01)e?/h. Der maximale systematische Fehler, der aufgrund
des endlichen Wertes von € noch méglich wére, ist in jedem Fall kleiner als die bereits
diskutierte konstante Verschiebung Aco. Damit liegt o2, auch bei dem langreichweitigen

Potential mit Sicherheit innerhalb der Fehlerschranken (0.50 4 0.02)e?/h.

Zusammen mit den Resultaten fiir die kritische Leitfahigkeit aus dem Skalenverhalten
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Abbildung 6.18: Wie vorherige Abbildung 6.17. Nur wurde die Frequenzskala
des semiklassischen Modells so skaliert, daf§ die Kurven fiir die frequenzabhidngige
Leitfihigkeit aufeinander fallen.

der statischen Leitfahigkeit bei kurzreichweitigen Potentialen (A = 0, Abschnitt 6.3.1)
und aus der Berechnung der dynamischen Leitfadhigkeit (A = 0, Abschnitt 6.3.2) erhalt
man ein starkes Argument dafiir, dal die Potentialkorrelationslénge eine irrelevante
Léngenskala fiir die statische Leitfdhigkeit darstellt. Die numerischen Resultate fiir das
unterste Landau-Band und ein Impurity-Potential mit einer Korrelationslange von bis
zu A = 20 unterstiitzen klar die Hypothese eines

universellen Leitfahigkeitsfixpunktes bei
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ot = (0.50 £0.02) —. (6.47)

Vergleich mit Theorie und Experiment

Altere Theorien, in denen eine analytische Berechnung der statischen Leitfahigkeit
durchgefithrt wird, behandeln das Zufalls-Potential in stérungstheoretischer Naherung,
wobei die Auswahl der Klasse von Diagrammen im allgemeinen eine unkontrollierte
Néherung darstellt.

Die selbstkonsistente Bornsche Ndherung (SCBA) von T. Ando und Y. Uemura® ergibt
im Grenzfall kurzreichweitiger Potentiale o, = (2n+1) €*/7h in Abhéngigkeit von der
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Landau-Quantenzahl n = 0,1,2,... Mit wachsender Reichweite verschwindet jedoch
die Leitfahigkeit. Die Diskrepanz zwischen dem SCBA-Ergebnis und der numerischen
Simulation ist in Abbildung 6.13 zu sehen.

Aus der Kumulantenndherung von R. R. Gerhardts®> folgt fiir die maximal erreichbare
Leitfahigkeit o,, = e¢?/2h. Im untersten Landau-Band ist die Leitfahigkeit, im Falle
von gauBférmigen Streuern, unabhéngig von der Reichweite. Im Falle langreichweitiger
Potentiale bleibt die Leitfdhigkeit endlich.

S. Hikami und E. Brézin®5 66 erhielten in einer stérungstheoretischen Entwicklung bis
zu hoher Ordnung mit Hilfe einer Borel-Padé-Technik bei einem gaufischen Zufall-
spotential fiir die statische Leitfahigkeit ., = (1.4/7)e*/h = 0.45€*/h. Fiir grofe
Reichweiten fanden sie sogar eine verschwindende Leitfahigkeit. FEine &hnliche Rech-
nung von R. R. P. Singh und S. Chakravartyl55 ergab o, = (1.43/7)e*/h = 0.46 €*/h
bei gauBschem weiflen Rauschen und o, = (1.03/7) e*/h = 0.33 ¢ /h fiir den rdumlich
korrelierten Fall mit A = 1¢.

Da in den feldtheoretischen Behandlungen des Quanten-Hall-Effekts (A. M. M. Pruis-
ken107. 138, 141) & . und o,, als Kopplungskonstanten auftreten, ergab sich die Frage,
ob nicht méglicherweise auch beide Komponenten des Leittdhigkeitstensors einen uni-
versellen, von mikroskopischen Details unabhangigen Wert haben. (Die Werte der kri-
tischen Exponenten und die Universalitat von o konnten bis heute jedoch noch nicht
aus dieser Theorie abgeleitet werden.) Solch eine Universalitat wurde in einer Reihe
von Arbeiten von D. H. Lee, S. Kivelson und S. C. Zhang!0% 106 vorgeschlagen.

Daraufhin durchgefithrte numerische Untersuchungen von Y. Huo, E. Hetzel, R. N.
Bhatt™ , die auf der direkten Berechnung der Zwei-Teilchen-Spektralfunktion (6.31)
mittels numerischer Diagonalisierung beruhen, ergaben bei verschiedenen Impurity-
Modellen mit endlicher Reichweite (A = 00, 0.5¢ und 1¢) im Mittel eine statische
Leitfahigkeit von o¢, = (0.53 £ 0.05) e*/h. Diese Rechnungen unterstiitzen damit die
Vermutung, dafl die Potentialkorrelationsldnge (relativ zur magnetischen Lange) eine
irrelevante Langenskala darstellen sollte.

Der Bereich, in dem universelles Verhalten der statischen Leittahigkeit nachgewiesen
ist, konnte hier nun um einen Faktor Zwei in der Reichweite, bei wesentlich gréferer
Genauigkeit, erweitert werden.

Da die diagonale Leitfahigkeit offensichtlich nicht wie die Hall-Leitfahigkeit den Vorzug
hat, stabil beziiglich von Inhomogenitdten oder anderen moéglichen Einfliissen zu sein,
gibt es kaum prézise Messungen. Bei Experimenten mit Mischkryostaten, die Unter-
suchungen im mK-Bereich ermé&glichen, findet man ein im wesentlichen temperaturun-
abhangiges Maximum des Leitfahigkeit-Peaks (T' &~ 50 mK), wihrend die Breite noch
mit der Temperatur skaliert. Die als Beispiel* ausgewihlten genauneren Messungen bei
Si-MOSFETSs sind gut vertréglich mit der Hypothese eines universellen Leitfadhigkeits-
fixpunktes (universell auch beziiglich des Landau-Niveaus):

*Die Messungen wurden mit dem Lineal an den publizierten Kurven vorgenommen. Die MeBfehler
diirften dennoch kaum gréfler als die der Experimentatoren sein.
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plem?/Vs] T[K] Peak o.[e*/h] o..[e*/h] Ref.

14000 0.10 0T+ 05 0.11 163
¥ "0 T— 15 0.43 »
v 0L+ 25 0.51 ”
¥ "0l — 35 0.49 »
g 174 45 0.55 »

Aufgrund der Spin-Valley-Aufspaltung gehoéren hier vier Peaks zum niedrigsten Landau-
Niveau.

Ebenso zeigen prizisere Messungen an GaAs/AlGaAs-Heterostrukturen gute Uberein-
stimmung mit universellem Verhalten.

plem?/Vs] T[K] Peak oy,le*/h] o.[e?/h] Ref.

860000  0.02 4. ? 0.34 133
v g 5. ? 0.50 »
v g 6. ? 0.79 »
1200000  0.14 17 2.5 0.50 118
1400000 4.2 1. ? 0.53 127
v g 2. ? 0.48 »
v g 3. ? 0.46 »

Erst bei tiefsten Temperaturen (T &~ 25mK') wird eine Sattigung auch in der Breite des
Peaks erreicht. Hier erst konnten die bereits diskutierten®® Finite-Size-Scaling Experi-
mente (vgl. Abbildung 6.5) zur Bestimmung des Exponenten v durchgefithrt werden.
Die Peak-Maxima zeigen wie die Breite Sattigungsverhalten mit fallender Temperatur.
Man findet auch, daff die Peak-Maxima mit wachsender Systemgréfie ansteigen. Leider
wurden auch in dieser Hinsicht keine systematischen Untersuchungen durchgefiihrt. Da
die Werte fiir die Maxima aber selbst bei den grofiten Hall-Bars (Breite L = 64pm) mit
0z = 0.40 €?/h noch zu weit vom Fixpunkt entfernt sind, ist das postulierte Skalenver-
halten mit dem Exponenten 5’ erst bei grofileren Proben nachweisbar. Wie Abbildung
6.5 (rechts) zeigt, werden mit wachsender Probengrofie auch niedrigere Temperaturen
nétig um eine Sattigung zu erreichen. Die diagonale Leitfadhigkeit reagiert &uflerst emp-
findlich auf rdumliche Inhomogenitaten in der Ladungstragerkonzentration. Da selbst
schwache Inhomogenititen der Grofenordnung 1 % die MeBergebnisse nicht unerheb-
lich beeinflussen kénnen! | diirfte die Praparation gréflerer Proben schwieriger werden.
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Dennoch wére eine experimentelle Skalenanalyse von groflem Interesse, da sie wichtige
Aufschliisse iiber die Natur des LD-Uberganges geben kénnte und es erlauben wiirde
die Korrelationsdimension )y direkt zu messen.

6.4.2.3 Das Skalenverhalten der dynamischen Leitfahigkeit

Die Untersuchung des Skalenverhaltens der dynamischen Leitfahigkeit o..(w, L) bei
langreichweitigen Potentialen (A = 2¢) im Limes kleiner Frequenzen w wurde auf die
gleiche Weise durchgefiihrt wie bei den kurzreichweitigen Potentialen. Zum Unterschied
ist aber hier die Datenlage wesentlich ungiinstiger. Der Rechenaufwand wird gréfer,
da das Skalenverhalten erst bei kleineren Infinitesimalparametern ¢ hinreichend gut
beobachtet werden konnte. Auch stand hier nicht mehr so umfangreiches Datenmaterial
zur Verfligung.

10° /
//
v
////
10 o7
— e
< 0,0
NGJ //
— A
N: 10 /@/§
§<< p °
4
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s
10" - -
10" 10° . 10’
log oL

Abbildung 6.19: Doppelt logarithmische Auftragung der dynamischen
Leitfihigkeit 0, (wl?) gegen wL? bei langreichweitigen Potentialen (A = 2() und
Systemen der Breite I = 20, ¢ =5x 107% , § = —0.0104 (o), L = 30, ¢ = 1077,
6 =—0.0276 (A),und L = 30,¢ = 1075, § = —0.00287 (<). Die gestrichelte Linie
zeigt das Potenzgesetz mit dem Exponenten 5" = 1.75 4+ 0.1 aus der Regression.

Es wurden Systeme mit folgenden Parametern berechnet: L = 20 mit ¢ = 5 x 1077,

L =30 mit ¢ =107, und L = 30 mit ¢ = 107°.

Abbildung 6.19 zeigt die dynamische Leitfahigkeit ... (wL?) in doppelt logarithmischer
Auftragung. Als Funktion des Skalenparameters wl? fallen auch hier bei geniigend
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kleinen Werten die Kurven fiir Systeme verschiedener Grofle auf eine einzige Skalen-
funktion.

Fiir den Exponenten n” ergibt sich hier die Abschatzung 1.75 £ 0.1, beziehungsweise
n = 0.5+ 0.2 fiir den Exponenten der anomalen Diffusion. Da der Effekt von ¢ (wenn
der Wert zu grofi gewahlt wurde) zu einer systematische Unterschatzung von n” fiihrt,
mufl n = 0.5 £ 0.2 als obere Grenze gelten. Dieses Ergebnis ist vertréglich mit dem
Wert bei kurzer Reichweite n = 0.37 + 0.03. Deshalb kann aufgrund der Datenlage
nicht geschlossen werden, ob n bzw. D, ebenfalls universell beziiglich der Potential-
Korrelationsldnge ist.
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Modellrechnungen zum
zweldimensionalen Magnetotransport
mittels der streutheoretischen Methode

n diesem Abschnitt werden ,Experimente“ mit der streutheoretischen Methode!68
Izur Berechnung der Wellenfunktionen dargestellt. Die auf die vorgestellte Art und
Weise durchgefithrten Rechnungen erfordern eine Matrix-Inversion und sind deshalb im
Aufwand mit einer vollstandigen Diagonalisierung zu vergleichen. Die Resultate kénnen
deshalb in ihrer Genauigkeit, aufgrund der Beschrinkung in den Systemgrofen, nicht
mit den Ergebnissen von iterativen Verfahren konkurrieren. Dennoch sind die erzielten
Resultate gut vertréglich mit den Prézisionsergebnissen aus den vorigen Abschnitten.
Nicht zuletzt kénnen die Berechnungen zur Leitfahigkeit und zum Hall-Winkel gleich-
zeitig auch illustrativ dargestellt werden.

7.1 Die streutheoretische Methode

Das ungestorte System wird durch den Einteilchen-Hamilton-Operator

H2
H’=—"— 4 ¢0,
2m
q (2 0
II = (p— —A) , A(r) =B , (7.1)
c xr—y

b=Fr, g=—e mit K B,e>0

beschrieben. Durch den Parameter ¢ kann zusétzlich ein konstantes Eichfeld eingefiihrt
werden. Die Losungen der Schrédingergleichung

(H® =€) )0, =0 (7.2)
sind die um den Ort
_,_° L (7.3)
Ip = 9 7 p o, .

zentrierten ,,Spaghetti“-Zustinde

_1 . _(l’—xp)2 .
VO (2,y) = (VA2'nML,) Zev/ie 2 Hﬂ(:z: xp)

é (7.4)

1 m
€np = hw(n+ 5) —eFa,+ Ev%.

75
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Dabei bezeichnet vp = ¢F /B die Driftgeschwindigkeit und w. = e B/me die Zyklotron-
frequenz. Bei Anwesenheit eines Impurity-Potentials V(7 ) werden die einlaufenden Wel-
lenfunktionen rdaumlich verbreitert. Die stromtragenden Zustdnde, die Streuzustédnde
|np+), sind Losungen der Lippmann-Schwinger-Gleichung

Inp+) = |np) + GTV|np+) (7.5)

wobei

(| mk) (mk|r)

€np — Emk + e

Go(ror'sen) =) mit  H°|np+) = ¢|np+) (7.6)

mk

die retardierte Green-Funktion fiir das ungestérte Problem ist. Fiir unseren Hamilton-
Operator H® kann sie in geschlossener Form angegeben werden168

Die retardierte (avancierte) Green-Funktion fiir das unterste Landauband, ausgedriickt
mit Hilfe der Faddeeva-Funktion w(z), lautet:

GS—L(Z, i) = :FQ\/;woe(er;'* )26_RS2Z-I;R62Z’W<:FZ —|—22’* n wgw—o w) (17)
wobei die komplexen Koordinaten
z=C+iny,  mit  {=(g—aFuvp/w)/l, n=y/l (7.8)
und die Abkiirzungen
W, = we /2 + (eBg —mv}/2)/h, w,=vp/l (7.9)

verwendet werden. Der Zusammenhang von w(z) mit der komplexen, komplementéren
Fehlerfunktion lautet

w(z) = e_Z2erfC(—iZ). (7.10)
Im limes £ — 0 erhilt man
1 1 242'* )2 _ Re2z4Re?2!
GS—(Z,Z/,CU) = —gme( 2 ) e 2 . (711)

Da hier numerische Effizienz und auch Genauigkeit eine grofie Rolle spielen, mufl w(z)
direkt berechnet werden. Numerisch effizient geschieht dies zum Beispiel mit Hilfe des
Standard-Bibliotheks-Algorithmus von W. Gautschi?® oder mit einer noch schnelleren
Methode nach F. Mattall”. Letztere wurde nach eigener Implementierung in allen
numerischen Rechnungen verwendet.

Bei einem Impurity-Potential der Form
Vir)=> Vié(r — 7)) (7.12)
reduziert sich die Integralgleichung
1
W(r) = WO(r) + %/dr’GS’(r,r’;w)V(r’)\Il(r’) (7.13)

auf die Losung eines linearen Gleichungssystems. Der Eichparameter kann zur Verbes-
serung der Kondition der Matrix herangezogen werden. Die Wahl ¢ = —vp/w. erwies
sich als eine (wenn auch kleine) Verbesserung.
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7.2 Das Random-Potential

Es ist in der numerischen Simulation zweckméfig das Random-Potential durch eine
Uberlagerung von GauB-Funktionen zu realisieren. Die Reichweite der Korrelationen im
Potential kann dadurch leicht iiber die Reichweite bzw. die Konzentration der Streuer
kontrolliert werden.

r—r; )2

N
Vir) =3V e (7.14)
k=1
Die sich daraus ergebende Zustandsdichte im Hochfeld-Fall wurde bereits in Abschnitt
6.2, Gleichung (6.11) angegeben.

Da die Losung der Integralgleichung (7.13) sich auf die Losung eines linearen Glei-
chungssystems reduziert, wenn man eine Superposition von ¢-Streuern als Potential
einsetzt, wurde das folgende Modell fiir ein Potential mit langreichweitigen Korrelatio-
nen verwendet:

Die Zentren der Streuer werden auf ein Gitter mit der Gitterkonstante
von einem Zyklotronradius gesetzt. Die Amplituden V; werden im Intervall
[—V, V] ausgewiirfelt und das Zufallspotential wird als Superposition von
GaufB-Funktionen der Reichweite d gemaf (7.14) konstruiert. Anschlieend
werden die Gewichte der 6-Funktionen in Gleichung (7.12) proportional
zur Amplitude des Zufallspotentiales bei r; gewahlt. Die ,,Abtastung” wird
dabei auf einem Gitter mit der Gitterkonstanten a vorgenommen.

Im Fall @ > ¢ wird die einlaufende Welle kaum durch das Stérpotential aufgeweitet,
bei a S0 dagegen fillt die Wellenfunktion den Bereich des Stérpotentials vollsténdig
aus (siehe folgende Abbildungen). Im folgenden Abschnitt wird mit Hilfe der multi-
fraktalen Analyse der Wellenfunktion gezeigt, dafl die mittels der streutheoretischen
Methode und mit diesem Impurity-Modellpotential (a <) berechneten Wellenfunk-
tionen alle aus anderen numerischen Rechnungen bekannten Eigenschaften™ 73, 136, 131
haben. Wie sich zeigt, ist es vo6llig ausreichend, wenn fiir das Diskretisierungsgitter
a = 10 gewdhlt wird. Fiir kleinere Werte von a konnte kein Unterschied mehr in den
Resultaten festgestellt werden.

Die Wellenfunktion erreicht bereits zwei bis drei Zyklotronradien auflerhalb der Streu-
region wieder ihre asymptotische Form (7.4), siehe Abbildungen 7.7 und 7.8. Um die
Wellenfunktion in ihrem aufgeweiteten Zustand innerhalb des Streupotentials .ein-
zufrieren”, wurde auch mit der Anbringung eines ,, Wellblech-Potentiales® am oberen
Ende der Probe experimentiert. Diese wurde konstruiert, indem die Amplitudenvertei-
lung der Impurities am oberen Rand noch einige Larmor-Langen (typischerweise etwa

b — 100) fortgesetzt wurde (Abbildungen 7.7 links und 7.8).

In Abbildung 7.1 ist das Betragsquadrat einer stationdren Wellenfunktion (43¢x43¢) im
Potential der Reichweite d = 0 bei schwachem elektrischen Feld EF = 0.001 dreidimen-
sional abgebildet. Um auch die Strukturen auf kleiner Skala zu zeigen, wurden Ampli-

tuden kleiner als 107° relativ zum Maximalwert von | |2 durch Héhenlinien eingezeich-
net. Der fraktale Charakter der Wellenfunktion am LD-Ubergang wird noch deutlicher,
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wenn zur Hervorhebung der Strukturen auf kleinen Gréflenskalen der Logarithmus der
Wellenfunktion dargestellt wird (Abbildung 7.2). Die filamentartigen Strukturen tre-
ten plastisch hervor, wenn zur Darstellung ein Beleuchtungsmodell benutzt wird: Durch
einen simulierten, flachen Lichteinfall auf die Wellenfunktion ,,glénzen® die Maxima von

log |W|?.

Wie die Abbildung 7.3 zeigt, kann mit einer Gitterkonstanten von @ = ¢ und langer
Potentialreichweite d 2 1.5¢ auch das im Hochfeld-Fall typische Verhalten der Wellen-
funktionen beobachtet werden: Die Wellenfunktion (43¢ x 43() in Abbildung 7.3 ist
bei einer Reichweite von d = 1.5¢ bereits gut auf den Aquipotentiallinien konzentriert.
Das Elektron tritt am unteren Ende in das Impurity-Potential ein und am oberen Ende
wieder aus. Das Betragsquadrat der Wellenfunktion wurde in der Darstellung linear auf
die Schwirzungsdichte abgebildet und auf die Aquipotentiallinien des Streupotentials
projeziert.

Interessant ist hier die Moglichkeit, das Zusammenspiel zwischen dem elektrischen Feld
und dem Zufallspotential zu untersuchen. Die Wellenfunktion kann sich wegen der
Energieerhaltung nur innerhalb eines Streifens der Breite Ly &~ I'/e¢ ) ausbreiten, d. h.
innerhalb jenes Streifens, {iber den sich das elektrische Potential nicht um wesentlich
mehr als die Varianz I' des Zufallspotentials &ndert. Die Starke des elektrischen Feldes
E wird im folgenden immer in Einheiten von V/{le angegeben. Den Zusammenhang
zwischen V und I' erhélt man aus der Gleichung (6.12).

NN
g

S, R XE

Abbildung 7.1: |¥|? in einem Potential der Reichweite d = 0 bei elektrischem
Feld £ = 0.001 (43¢ x 43(). Um auch die Strukturen auf kleiner Skala zu zeigen
wurden Amplituden kleiner als 107° relativ zum Maximalwert von |¥|? durch
Hohenlinien dargestellt.
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Abbildung 7.2: Logarithmische Darstellung (log|¥|?) der Wellenfunktion aus
Abbildung 7.1 (oben) und Abbildung 7.3 (unten). Die filamentartigen Strukturen
werden durch einen simulierten, flachen Lichteinfall sichtbar gemacht.
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Abbildung 7.3: Stationdre Wellenfunktion mit Energie in der Bandmitte fiir
ein Potential der Reichweite d = 1.5¢ bei schwachem elektrischen Feld, £ = 0.01
(43€ x 43(). Die Schwirzungsdichte ist proportional zu |¥|2. Aquipotentiallinien
unterhalb der Bandmitte (Seen) sind gestrichelt, Berge sind durchgezogen ein-
gezeichnet. Die niedrigste durchgezogene Hohenlinie liegt auf der Perkolations-
schwelle.
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7.3 Multifraktale Analyse der Wellenfunktionen

Die f(a,)-Spektren wurden mittels der bereits beschriebenen Methode nach A. Chha-
bra und R. V. Jensen, d. h. mit Hilfe der Gleichungen (5.18-5.20), gewonnen. Die ver-

allgemeinerten Dimensionen und Korrelationsexponenten kénnen daraus einfach mit
den Gleichungen (5.16, 5.17a) berechnet werden.

Es wurden dazu mehrere Systeme der Gréfien 33¢ x 330 und 43¢ x 43( bei Potential-
reichweiten von d = 0 bis zu d = 1.8¢ untersucht. In allen Féllen wurde ein sehr kleines
elektrisches Feld (£ < 0.001) gew&hlt. In Abbildung 7.4 ist ein typisches Resultat
fiir ein multifraktales Spektrum gezeigt. Das Maximum der f—a—Kurve liegt bei o =
2.304+0.05 und ist durch die Dimension des Einbettungsraumes Dy = 2.00+ 0.05 gege-
ben. Die numerischen Resultate fiir die Grenzdimensionen sind oy, = Do = 1.1 £0.1

und pay = D_oo = 3.5 £0.2.

Die beobachtete geringfiigige Verschmailerung der f(a,)-Spektren, amm ~ 1.1...1.2
bzw. amax &~ 3.5...3.3, bei wachsender Reichweite d im Bereich von 0.8¢ bis zu 1.8/
ist vermutlich auch auf zu geringe Systemgréfien zuriickzufithren und liegt noch im
Bereich der Fehlergrenzen. Bei kiirzerer Reichweite d ~ 0 erhdlt man typischerweise
etwa amin = 1£0.1 bzw. apmax = 3.6 £0.2. Ein systematischer Einflufl der Variation der
Reichweite auf das multifraktale Spektrum kann deshalb im Rahmen der angegebenen
Genauigkeit nicht mit Sicherheit beobachtet werden.

Aus der Korrelationsdimension Dy = 1.6 4+ 0.1 folgt fiir den Exponenten 5 der anoma-
len Diffusion n = 2 — Dy = 0.4 + 0.1. Dieser stimmt damit gut mit den bekannten
Resultaten3? | sowie den in den Abschnitten 6.3 und 6.4 gewonnenen Ergebnissen {iber-
ein. Auch hier ist im Rahmen der Fehlerschranken 40.1 kein signifikanter Unterschied
bei verschiedenen Reichweiten im Bereich 0¢ bis 1.8¢ feststellbar.

Die f-a—Kurven und die zuvor angegebenen Werte der fraktalen Dimensionen fiir
unser System mit korrelierter Randomness sind damit in guter Ubereinstimmung mit
den Werten, die man fiir ein Tight-Binding-Gittermodell™ mit Random-Site-Energien
oder ein Kontinuumsmodell'36 mit einer hohen Dichte von 6—férmigen Streuzentren
erhilt. Die quantitative Ubereinstimmung der multifraktalen Spektren kann als sicheres
Indiz dafiir gewertet werden, dafl die streutheoretische Methode zur Berechnung von
Wellenfunktionen, zusammen mit dem beschriebenen Impurity-Modell von korrelierten
6-Streuern, geeignet ist, die Magnetotransporteigenschaften und den LD-Ubergang zu
beschreiben. Die streutheoretische Methode ist also eine niitzliche Alternative zu den
tiblicherweise verwendeten Diagonalisierungsmethoden.
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Abbildung 7.4: Das f(«a,)-Spektrum fiir eine 33( x 33( Probe mit einem Poten-
tial endlicher Reichweite d = 0.8(, schwachem elektrischen Feld £ = 0.001 und
Stiitzstellenabstand a = 0.75¢ bei der kritischen Energie in der Bandmitte. Es ist
ap = 2.30 £ 0.05, apin = Doo = 1.1+ 0.1 und ey = Doy = 3.5+ 0.2
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Abbildung 7.5: Links: Das Spektrum der verallgemeinerten Dimensionen D,
fiir die Probe aus der vorherigen Abbildung 7.4. Einige Werte: D_g = 2.56 + 0.1,
D_1=23140.1, Dy = 2.00+0.05, Dy = 1.76 £ 0.1, Dy = 1.60 + 0.1. Rechts:

Die dazugehorenden Korrelationsexponenten 7,.
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7.4 Die Statische Leitfahigkeit

Die Leitfahigkeit kann mit Hilfe der Einstein-Relation durch die Diffusionskonstante
ausgedriickt werden:

O'MU(@F) = €2Q(€F)D(€F). (715)

Diese wird durch das zeitliche Auseinanderlaufen eines Wellenpaketes im Streupotential
bestimmt: )

D= Q (#2)(t) = /d% P20, 1), (7.16)

Da hier allerdings ein stationdres Problem behandelt wird, muf} eine Abschatzung fiir
das zeitliche Verhalten von (r?)(¢) vorgenommen werden. Betrachtet man die Abbil-
dungen 7.7 und 7.8, liegt die Annahme nahe, daf} das zeitliche Auseinanderlaufen eines
Wellenpaketes hier mit der Aufweitung der einlaufenden ebenen Welle mit zunehmen-
der Eindringtiefe in das Storpotential (y-Richtung) beschrieben werden kann.

Wie sich zeigt, reagiert diese Aufweitung (#?)(y) extrem empfindlich auf das angelegte
elektrische Feld (d. h. Feldenergien eE{ von wenigen Prozenten von I'). Da fir die
Bestimmung der Gleichstromleitfahigkeit der Limes kleiner Felder relevant ist, muf
diese Abhingigkeit systematisch untersucht werden.

Zur Bestimmung der Diffusionskonstanten wird angenommen, dafl das Elektron im
Streupotential eine typische, von der Eindringtiefe ¥ unabhéngige, mittlere Geschwin-
digkeit (v,) in y-Richtung besitzt, also

_ (@) (=) ()
D= R ) (7.17)

Bei der Berechnung von (x?)(y) wurde die Varianz [dzx 2*|U(x,y;)|* jeweils auf in
x-Richtung liegenden Streifen fiir alle y; auf dem Gitter bestimmt.

Die mittlere Geschwindigkeit (v,) im Streupotential ist gegeniiber der Driftgeschwin-
digkeit vp im storstellenfreien Raum erhoht. Zur Abschétzung von (v,) betrachte man
die folgende Auftragung des in z-Richtung aufintegrierten Betragsquadrates der Wel-
lenfunktion. In der numerischen Rechnung findet man eine konstante Aufenthaltswahr-
scheinlichkeit in den Streifen parallel zur x-Richtung:

1P (y)

0 10 20 30 40
y

Abbildung 7.6: Aufenthaltswahrscheinlichkeit in Streifen parallel zur z-Richtung.
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Abbildung 7.7: Stationdre Wellenfunktion im Potential der Reichweite d = 0
bei schwachem elektrischen Feld /2 = 0.01. Die ¢-Streuer liegen auf dem durch
Punkte markierten Gitter (¢ = (). Die Energie ist um ¢ = 0.003 (links) bzw.
¢ = 0.001 (rechts) gegeniiber der Perkolationsschwelle in der Bandmitte (£ = 0)
erhéht. Im linken Bild ist am oberen Ende ein Wellblech-Potential mit einer
Breite von 8( angebracht. |¥|? ist in Form von Konturlinien eingezeichnet. Der
Schwerpunkt von |¥|? ist als dicke Linie hervorgehoben.

Abbildung 7.8: Stationdre Wellenfunktion mit FEnergie in der Bandmitte bei
einem Potential der Reichweite d = 0.5(. Das Streupotential ist durch Aquipo-
tentiallinien dargestellt. Die Punktdichte ist proportional zu |¥|?.



7.4. Die Statische Leitfihigkeit 85

Da die Wahrscheinlichkeit, ein Teilchen in einem Streifen bei y; zu finden, umgekehrt
proportional zur Geschwindigkeit ist, mit der dieser durchquert wird, kann aus dem
Verhéltnis der beiden Aufenthaltswahrscheinlichkeiten (,,Plateaus® in Abbildung 7.6)

die mittlere Geschwindigkeit im Streupotential abgeschitzt werden.

0.5

o

w

>
O >

0.0 - - - -
000 005 010 015 020 025

E [V]

Abbildung 7.9: Die statische Leitfihigkeit als ,Funktion“ des elektrischen Fel-
des bei den Potentialreichweiten d = 0 (o), d = 0.57¢ (O) und d = 0.70( (A).

Die numerischen Rechnungen wurden fiir Systeme der Dimension 30¢ x 20¢ fiir Poten-
tialreichweiten von d = 0, d = 0.57( und d = 0.70¢ durchgefiihrt. Bei jedem Wert des
elektrischen Feldes wurde (?)(y) und die mittlere Geschwindigkeit (v,) aus der Mitte-
lung iiber 40 Systeme gewonnen. Die zur Bestimmung der Leitfédhigkeit noch benétigte
Zustandsdichte kann durch die bekannten analytischen Resultate abgeschétzt werden.
Die auf diese Weise bestimmten Werte fir o, sind als Funktion des elektrischen Feldes
und der Potentialreichweite in Abbildung 7.9 dargestellt. Hier ist deutlich die Sattigung
der Werte mit abnehmendem elektrischen Feld zu beobachten. Allerdings ist dabei zu
beriicksichtigen, daf mit kleiner werdendem Feld der Einflufl durch die endliche Proben-
breite starker wird. Diese kann aber aufgrund des limitierten Speichers nicht beliebig
erhoht werden. Die angegebenen Werte sind also deswegen wahrscheinlich systematisch
unterschétzt.

Mit der SCBA-Zustandsdichte® erhalt man so folgende Abschétzungen fiir die statische
Leittahigkeit:
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2
— — €
d=70 Um—().35h

2
d=0.57 0., =0.43 %

2
d=0.700 o0,, =041 %

Diese sind in Anbetracht der begrenzten Systemgréfien und der gemachten Nédherungen
in guter Ubereinstimmung mit den Prézisionsdaten aus den vorigen Abschnitten.

7.5 Der Hall-Winkel

Im vorhergehenden Abschnitt wurde die Fermienergie immer im Zentrum des Landau-
Bandes bei der kritischen Energie gewéhlt. Nun wird die Abhangigkeit der Wellenfunk-

tionen vom energetischen Abstand von der Perkolationsschwelle untersucht.

Der Schwerpunkt der Wellenfunktion driftet innerhalb des Streupotentials von seinem
asymptotischen Wert ab, wenn die Energie der einlaufenden Welle um einen Betrag
e vom Zentrum des Landau-Bandes abweicht. (Zahlenwerte fiir ¢ sind in Einheiten
von V angegeben.) Die beiden Abbildungen 7.7 wurden ausgew&hlt, um den Effekt
klar sichtbar zu machen. Typischerweise ist er nicht so deutlich zu sehen. Um ein
signifikantes Resultat zu erhalten, wurde bei 400 Proben der Ausdehnung 35¢ x 21/
der Schwerpunkt der Wellenfunktion in Streifen parallel zur z-Richtung berechnet und
dariiber gemittelt. Das Resultat ist in Abbildung 7.10 dargestellt.

In einer streutheoretischen Formulierung des Problems von W. Brenig und K. I. Wy-
sokinski?® ist gezeigt worden, daBl die mittlere Geschwindigkeit in z-Richtung v} und
die mittlere Geschwindigkeit in y-Richtung v¥ miteinander iiber die S-Matrix verkniipft
werden kénnen:

vy = 2 |Spal*vg (2 — 2)/ Ly (7.18)
q

Dabei bezeichnet p die Impulsquantenzahl der Wellenfunktion \Ilg(:z;,y) in Gleichung
(7.4). Die rechte Seite dieses Ausdruckes ist, vereinfachend ausgedriickt, im Mittel
proportional zur mittleren Geschwindigkeit in y-Richtung und einer mittleren Drift
Az, des Schwerpunktes in z-Richtung:

(%) = (V) Az, /L, (7.19)

Der beobachtete Winkel tan® = (Ax,)/L, in Abbildung 7.10 ist also im wesentlichen
proportional zum Verhéltnis der Stréme in z- und y-Richtung und damit zum Hall-
Winkel tan@pg = 0,,./04y.

Genaue quantitative Aussagen tiber Leitfahigkeit und Hall-Winkel konnten mit der
vorgestellten streutheoretischen Methode zur Berechnung der Wellenfunktionen aller-
dings nicht gemacht werden, da die Wellenfunktionen hier nicht iterativ (ohne Ver-
wendung der Transfermatrix-Methode) berechnet wurden. Die fiir die Untersuchung
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0.6 - ;

<X>

<X>

Abbildung 7.10: Drift des Schwerpunktes der Wellenfunktion im Random-
Potential (Einheit ist 1¢). Oben: Reichweite d = 1, 75 % Besetzung des Git-
ters mit Streuern, elektrisches Feld F = 0.01 und ¢ = 0.003 Unten: Reichweite
d = 0.85(, elektrisches Feld &2 = 0.01 und ¢ = 0.003 (o) bzw. ¢ = 0 (O). In beiden
Féllen ist am oberen Ende ein kurzes Wellblech-Potential von 3¢ angebracht.

des LD-Uberganges notigen , mesoskopisch® groen Systeme, die zur Beobachtung des
kritischen Skalenverhaltens nétig werden, sind hier nicht erreichbar. Weitere Rechnun-
gen wurden deshalb mit dieser Methode nicht mehr durchgefiihrt. Das hier in diesem
Kapitel dargestellte Material erschien mir dennoch fiir Verstdndnis und Anschauung
des Problems interessant genug, da hier Groflen wie Leitfahigkeit oder Hall-Winkel
buchstéblich illustriert werden kénnen. Wenn die Streuwellenfunktionen effizienter,
d. h. unter Vermeidung des Speicherproblems, berechnet wiirden, kénnte die Idee, den
Hall-Winkel direkt aus der Drift der Wellenfunktion zu erhalten, ohne o,, und oy,
getrennt berechnen zu miissen, eine interessante Alternative fiir die Untersuchung des
LD-Uberganges sein. Dazu miifte freilich auch erst die exakte Giiltigkeit einer Relation
wie (7.19) nachgewiesen werden.
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Zusammenfassung

n der vorliegenden Arbeit wurde die statische und die dynamische Leitfihigkeit
Ieines zweidimensionalen ungeordneten Systems im starken Magnetfeld, d. h. un-
ter Quanten-Hall-Bedingungen, untersucht. Es ist heute allgemein anerkannt, daf} das
Auftreten des Quanten-Hall-Effekts in einem Lokalisierungs-Delokalisierungs-Phasen-
ibergang, der zwischen den Plateaus auftritt, begriindet ist. Dieser Ubergang ist das
Hauptthema der Untersuchung.

Als kritische Grée wird eine experimentell zugédngliche Observable, ndmlich die dyna-
mische Leitfahigkeit o0, (w, L) studiert. Dazu wurde eine Verallgemeinerung der Green-
Funktions-Rekursionsmethode entwickelt, die es erlaubt o,,(w, L) bei extrem grofien,
mesoskopischen Systemen zu berechnen, um diese anschlieflend mittels einer Finite-
Size-Scaling-Analyse als Funktion der Systemgréfie L zu untersuchen. Das Impurity-
Potential wird im Rahmen des Random-Matriz-Modells erzeugt. Dieses erweist sich
damit auch in der Berechnung der dynamischen Leitfahigkeit als ein niitzliches Kon-
zept zur schnellen Generierung von Zufallspotentialen.

Es wurde erstmals gezeigt, dafl beim kritischen Skalenverhalten der statischen Leitfihig-
keit o..(E, L) in der Nihe des universellen Fizpunktes o<, = 0.50 4 0.02¢? /h nicht nur
der Exponent der Korrelationslange v = 2.37 + 0.05, sondern ein weiterer Skalenindex
n' = 1.63 £ 0.03 eine wichtige Rolle spielt:

O-xx(EyL) = 0-;1, — Cll(L%(E — EC))2 — GQL_UI + .-

Es wird ein Argument dafiir gegeben, dafl der Exponent n’ mit der Korrelationsdimen-
sion Dy identifiziert werden kann. Fiir den Exponenten der anomalen Diffusion folgt
damit n =2 — Dy = 0.37 £ 0.03 in guter Ubereinstimmung mit bekannten Resultaten.

Die Hypothese eines universellen Leitfihigkeitsfizpunktes bei a5 = e*/2h wird durch
die Ergebnisse bei kurzreichweitigen Potentialen (A = 0) und bei langreichweitigen
Potentialen bis zu A = 2¢ unterstiitzt.

Die numerischen Resultate zeigen, daf} die eigentlich zu erwartenden mesoskopischen
Leitwertfluktuationen bei kleinen aber endlichen Temperaturen wunterdrickt werden
kénnen, ohne dafl das Skalenverhalten zusammenbricht. Die Rolle der Temperatur
spielt in der numerischen Rechnung der kleine, aber nicht verschwindende Infinitesimal-
parameter in der Green-Funktion. Wegen dieses Unterdriickungsmechanismuses sollte
die direkte Messung des kritischen Exponenten 7’ in einer experimentellen Finite-Size-
Scaling-Analyse bei einem Tieftemperaturexperiment genauso moglich sein, wie die
(bereits erfolgreiche) Bestimmung von v.
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Die Untersuchung der dynamischen Leitfihigkeit zeigt, im Falle langreichweitiger Im-
purity-Potentiale, die Existenz zweier scharf voneinander abgegrenzter Bereiche:

Bei kleinen Frequenzen liegt das Regime der anomalen Diffusion vor, in dem sich die
endliche SystemgréBe bemerkbar macht und o,,(w, L) Skalenverhalten in (wL?)"" im
Limes wl? — 0 aufweist. In diesem Bereich spielt die multifraktale Natur der Wellen-
funktionen eine Rolle. Bei kurzreichweitigen Potentialen kann 7" = 2—n/2 = 1.81£0.05
genau bestimmt werden und liefert einen konsistenten Wert fiir 1. Bei langreichweitigen
Potentialen ist das numerische Resultat fiir " nicht so zuverlassig, aber vertraglich mit
dem Wert bei kurzer Reichweite.

Durch einen relativ klar definierten Ubergang getrennt, schlieBt sich das semiklassische
Regime an, in dem die frequenzabhangige Leitféhigkeit bei langreichweitigen Potentia-
len linear vom Fixpunktwert abfillt. Die Geschwindigkeitskorrelation weist deshalb in
der Zeit einen Long-Time-Tail mit der Potenz =% auf. Dasselbe Potenzgesetz findet
man bereits im semiklassischen (Hochfeld-)Modell. Aus der Stabilitit der Long-Time-
Tails gegeniiber quantenmechanischen Korrekturen kann geschlossen werden, dafl bei
niedrigen Frequenzen, in einem breiten Bereich, eine mefbare Abweichung vom kon-
ventionellen Drude-Verhalten auch experimentell sichtbar sein sollte.

Die Rekursionsmethode wurde auch auf das eindimensionale Anderson-Modell an-
gewandt. Dort konnte das Mottsche w?In® w-Verhalten im Limes kleiner Frequenzen
prazise nachgewiesen werden. Es wird gezeigt, dafl dazu tatsichlich groflere Systeme
(N 2 10%) nétig sind, als bislang angenommen wurde. Der Einfluf} des Infinitesimalpa-
rameters mufl dabei genau kontrolliert werden. Schon bei sehr schwacher Unordnung
kénnen Abweichungen von der asymptotisch exakten Theorie von V. L. Berezinskii
nachgewiesen werden. Die Iterationsmethode kann also als Priifstein fiir analytische
Vorhersagen bei beliebiger Unordnung verwendet werden.

In dieser Arbeit wurde auch eine andere, auf der Losung der Lippmann-Schwinger-
Gleichung beruhende streutheoretische Methode verwendet, um aus der Berechnung
der vollstindigen (Quanten-Hall-)Wellenfunktion in der N&he des kritischen Fiillfak-
tors Aussagen iiber die statische, diagonale Leitfihigkeit und den Hall-Winkel zu ge-
winnen. Die berechneten Wellenfunktionen zeigen das aus Diagonalisierungsrechnun-
gen bekannte multifraktale Spektrum. Die berechnete statische Leitféhigkeit ist mit
den Prézisionsdaten aus dem Rekursionsverfahren vertréglich, kann aber aufgrund der
beschrankten Systemgrofen nicht dieselbe Genauigkeit erreichen. Die streutheoretische
Methode eréffnet jedoch die Moglichkeit den Hall-Winkel direkt aus der Wellenfunktion

zu berechnen.
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Hinweise zur numerischen Losung der
Gleichungen von Berezinskii

erezinskil konnte fiir die dynamische Leitfdhigkeit im eindimensionalen Zufalls-
B potential eine analytische Losung2?? finden, die im Limes schwacher Unordnung
(ep7/h > 1) und schwacher Streuung (d. h. die Bornsche N&herung gilt fiir jeden
Streuer) asymptotisch exakt wird. Diese kann jedoch nicht geschlossen, sondern nur
in Form zweier linearer, gekoppelter Rekursionsgleichungen angegeben werden. Der
dissipative Anteil der dynamischen Leitfahigkeit wird ausgedriickt durch

M
Reo(wr) = ]\/llim oo Re Z Qm(Ry — Ryt1),
— 00 m_o

wobei og = ne*r/m die Leitfihigkeit und 7 die Relaxationszeit der Elektronen im
Drude-Modell ist. Mit der Abkiirzung v = 4wt erhélt V. L. Berezinskii die Rekursions-
gleichungen

37

Rm—l = 2Rm - Rm - Rm—l—l
m

Qm—l = Qm - L(“/(m + %)Qm + (m + 1)2(QM+1 - Qm) + R, — Rm-l—l)v

m?2

Die Randbedingungen sind Ry = 1 und %’Qo + Q1 — Qo+ Ry — Ry = 0. Fiir die

numerische Losung erweist sich der folgende Algorithmus®® als stabil:

Bei der ersten Gleichung startet man fiir jedes v mit beliebigen Anfangswerten, z.B.
Ry = 1 und Rpaqq = 0, und fithrt eine Abwértsrekursion m = M ...1 durch. An-
schlielend reskaliert man die Lésungen R,, aus der homogenen linearen Iteration, d. h.
man dividiert alle erhaltenen R,, durch Rj.

Mit der zweiten Gleichung verfihrt man analog. Man berechnet rekursiv mit den An-
fangswerten Qy = 1 und Qp41 = 0 alle @, (m = M ...1) fir die inhomogene,
sowie fiir die homogene lineare Iterationsgleichung (d. h. mit den Termen R, = 0
gesetzt). Um die Randbedingung zu erfiillen subtrahiert man anschliefend die mit
(%’Qo +Q1— Qo+ Ro— Rl)/(%’Qo + Q1 — Qo) multiplizierten Lésungen der homogenen

Gleichung von denen der inhomogenen Gleichung.

Die Wahl der Obergrenze M in der Summation wird durch den Wert von v bestimmt.
Mit M = a/v 4+ bund a = 5, b & 5 erhélt man auch fiir kleinste wr ~ 2 X 10~° noch
numerisch stabile und exakte Losungen (64-Bit-Gleitpunkt-Arithmetik).
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B
Hinweise zur Numerik

Random-Generatoren

Da in jeder Berechnung etwa 2 x N x M = 10% Zufallszahlen fiir die Erzeugung der
Random-Matrixelemente bendtigt werden, erreicht man schnell den Bereich, in dem
bei géngigen Pseudo-Random-Generatoren (z.B. Systemgeneratoren) die Korrelatio-
nen aufgrund einer endlichen Periodenlange wichtig werden. Es miissen in jedem Fall
bessere Generatoren verwendet werden. Hier erwies sich der portierbare Generator ran2
von W. H. Press und B. P. Flannery49 als zuverlassig. Dieser ist zwar nicht sehr ef-
fizient, wurde jedoch in ausgiebigen Tests!16 als sicher eingestuft. Die Autoren setzen
zwar 1000$, fiir denjenigen, der Korrelationen in ran2 entdeckt — dies stellt allerdings
noch kein Zuverléssigkeitskriterium an sich dar. ..

Auf keinen Fall diirfen die vollig untauglichen Generatoren aus den alteren Ausgaben
der Numerical Recipiesi3? eingesetzt werden, da diese zu periodischen Strukturen in
den Stromkorrelationsfunktionen fiithren! (Man vergleiche auch mit Referenz159 ).

Rechenzeiten

Das Iterationsverfahren fiir die dynamische Leitfédhigkeit ist bereits erheblich komple-
xer und damit zeitaufwendiger als zum Beispiel die Berechnung der Lokalisierungslange
mittels der Transfermatrixmethode. Der Speicherbedarf stellt bei dem Iterationsver-
fahren kein Problem dar. Alle Rechnungen wurden in doppelter Genauigkeit, d. h. mit
64-Bit-Gleitpunkt- Arithmetik nach ANSI/IEEE Standard 754 (etwa 15.5 Dezimalstel-
len), durchgefithrt. Auf einer Workstation vom Typ DEC Alpha 3000-600 zum Beispiel
erreichte die Rechenleistung etwa 10° Iterationen/80 Std. bei einer Matrixdimension
von M = 45. Die Leistung dieser Workstation diirfte etwas hoher liegen als die skalare
Rechenleistung einer Cray Y-MP 4/432. Die Berechnungen wurden meist parallel auf
mehreren Maschinen des Workstation-Clusters durchgefiihrt.
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